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12. Klasse Lösungen 12
Parameter bei ganzrationalen Funktionen 01

1. p′(x) = 2x− 2. Steigung der Tangente in Q: m = p′(2) = 2.
Steigung der Geraden: f ′

k(x) = 2k, diese muss für Parallelität gleich 2 sein:
2k = 2, also k = 1.

2. (a) f ′
a(x) =

1
a2

· 3x2 − 3
a
· 2x− 9 = 3

a2
x2 − 6

a
x− 9. f ′

a(x) = 0 liefert:

x1/2 =
6
a
±

√
36
a2

− 4 · 3
a2

· (−9)

2 · 3
a2

=
(
6
a
± 12

a

)
· a2

6
, also x1 = 3a, x2 = −a.

-
3a −a

f ′ > 0 f ′ < 0 f ′ > 0
steigt fällt steigt

Für die Vorzeichenbereiche beachte man, dass 3a ”links“
von −a liegt, da a negativ ist, und dass die durch die Ab-
leitung f ′ gegebene Parabel (wegen 3

a2 > 0) nach oben
geöffnet ist, also die Vorzeichenabfolge ”+−+“ hat.

Also Maximalstelle x = 3a mit y-Wert fa(3a) = 1
a2
· (3a)3 − 3

a
· (3a)2 − 9 · 3a+

5(a+ 1) = 27a− 27a− 27a+ 5a+ 5 = −24a+ 5.
(b) Maximum für a = −1: (−3|29); für a = −2: (−6|53). Geradensteigung m =

∆y
∆x

= 53−29
−6−(−3)

= 24
−3

= −8; Einsetzen von (−1|29) in den Ansatz y = −8x + t

führt auf t = 5, also y = −8x+5. Punktprobe mit (3a|−24a+5) bestätigt, dass
alle solchen Punkte auf dieser Geraden liegen.
Oder man löst die Gleichung für den x-Wert des Maximums x = 3a nach a auf (also a = x

3 )
und setzt in die Gleichung für den y-Wert y = −24a+ 5 ein: y = −24 · x

3 + 5 = −8x+ 5. Die
Maxima liegen also alle auf der Geraden y = −8x+ 5.

3. (a) Maximaler Definitionsbereich D = IR
lim

x→±∞
(a3x4 − ax2) → +∞, falls a > 0 und lim

x→±∞
(a3x4 − ax2) → −∞, falls

a < 0, da der Exponent von x4 gerade ist und der Koeffizient a3 je nach Wert des
Parameters positiv oder negativ.
Wegen lauter geraden Exponenten achsensymmetrisch zur y-Achse.

(b) Schnitt mit y-Achse: f(0) = 0, also Y (0|9).
Nullstellen: f(x) = a3x4 − ax2 = a(a2x2 − 1) = a(ax + 1)(ax − 1) = 0,
x1/2 = 0 (doppelt), x3 = − 1

a
, x4 = 1

a
(jeweils einfach), also Schnittpunkte mit

x-Achse N1/2(0|0), N3/4(± 1
a
|0).

(c) f ′(x) = 0 liefert Stellen mit waagrechter Tangente: f ′(x) = 4a3x3 − 2ax = 0;
2ax(2a2x2 − 1) = 0 liefert x1 = 0, x1 = 0, x2/3 = ± 1√

2a
.

f ′′(x) = 12a3x2 − 2a, also f ′′(0) = −2a. Falls a < 0: f ′′(0) > 0, also bei x = 0
linksgekrümmt, also dort Minimum. Falls a > 0: f ′′(0) < 0, also bei x = 0
rechtsgekrümmt, also dort Maximum.
Entsprechend f ′′(± 1√

2a
) = 4a: Dort Minimum für a > 0, Maximum für a < 0.

(d) f ′′(x) = 0 liefert zunächst Stellen von Flachpunkten: f ′′(x) = 12a3x2 − 2a = 0;
2a(6a2x2 − 1) = 0 liefert x1/2 = ± 1√

6a
; jeweils einfache Lösungen mit Vorzei-

chenwechsel, also tatsächlich Wendepunkte.
y = f(± 1√

6a
) = a3(± 1√

6a
)4− a(± 1√

6a
)2 = a3 · 1

36a4
− a · 1

6a2
= 1

36a
− 1

6a
= − 5

36a

(e) x = 1√
6a

nach a auflösen: a = 1√
6x

. Einsetzen in y = − 5
36a

: y = − 5

36 · 1√
6x

, also

Gleichung der Ortskurve y = −5
√
6

36
x.

(f) a = −0,2: Verlauf von links unten nach rechts unten und Nullstelle x = − 1
a
= 5.


