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8. Klasse TOP 10 Mathematik

08

Gesamtes Grundwissen mit Ubungen

G

Grundwissen Mathematik 8. Klasse: Die 10 wichtigsten Themen auf jeweils einer Seite!

Zum Wiederholen kann man die Ubungen des Kompakt-Uberblicks verwenden.

8/1
8/2
8/3
8/4
8/5
8/6
8/7
8/8
8/9
8/10
8/K

Funktionen verstehen

Lineare Funktionen

Proportionalitit

Ungleichungen, Potenzgesetze
Gebrochen-rationale Funktionen

Rechnen mit Bruchtermen
Bruchgleichungen, Auflésen von Formeln
Wabhrscheinlichkeiten, Laplace-Experimente
Lineare Gleichungssysteme

Kreis, Prisma, Zylinder
Kompakt-Uberblick zum Grundwissen
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8. Klasse TOP 10 Grundwissen

3

Funktionen verstehen

01

Wesentliches Kennzeichen einer Funktion ist: Zu jedem x-Wert gehort genau ein y-Wert.

Meistens gibt es einen Funktionsterm (eine Formel, siche auch Terme — grund71.pdf),
die angibt, wie man zu einem gegebenen x-Wert den zugehdrigen y-Wert (Funktionswert)

berechnet, z. B. mit der Funktionsgleichung
y=2r—1
——

Funktionsterm, Bezeichnung z. B. f(z)

Durch Einsetzen einiger x-Werte berechnet man eine Wertetabelle:
z|-2 -1 0 1 2

Y
y|-5 -3 -1 1 3 e
Die Wertepaare (x-Wert, zuge- :
horiger y-Wert), z. B. (—2;—5)
usw., stellt man in einem Koordi- W |
natensystem dar: [
Funktionsgraph: I 0 2
Er besteht aus gllen P}lnkten Eie;bﬁ‘;ﬂdjﬁ}?“hs?) Nullstelle
(x;y), fir die die Gleichung
y =2z — 1 gilt.

. . L Hier (auf der y-Achse)
Wichtig: ist tiberall z = 0

e x-Wert gegeben (z. B. x = 2), y-Wert gesucht (gestrichelte Linie im Bild oben):
Einsetzen in die Funktionsgleichung, z. B.o =2: y =2-2-1=3

e y-Wert gegeben (z. B. y = 4), z-Wert gesucht (Bild rechts):
Einsetzen in die Funktionsgleichung und Auflosen nach z,
z. B. y = 4 eingesetzt in die Funktionsgleichung y = 2z — 1:
4=2r—1=2x=25

Y,
4

25 T

Den Schnittpunkt mit der y-Achse sieht man sofort (Verstehe: Die y-Achse sind
Punkte mit z = 0, also Einsetzen von z = 0 in y = 2z — 1): (0; —1)

Schnittpunkte mit der z-Achse heiflen Nullstellen (Verstehe: Die x-Achse sind Punkte
mit y = 0, also Einsetzen von y = 0 in die Funktionsgleichung):

0:2:17—1:>x:%

Merke: Nullstellen berechnet man, indem man den Funktionsterm gleich 0O setzt und
nach x auflost.

Ob ein gegebener Punkt P (z. B. (—1,5; —4,5)) auf dem Graphen  _;5

Y,

liegt, sieht man durch Einsetzen des z-Werts in den Funktions- o
term 2x — 1:
2-(—1,5) — 1 = —4 # —4,5, P liegt also unterhalb der Geraden.
= “is
Hat man zwei Funktionsgleichungen (z. B. y = 2z — 1 und Y,
Yy = —%x + 2) und sucht man Schnittpunkte, also Punkte (z;vy),
fiir die beide Gleichungen gelten, so muss man die Funktionster-
me gleichsetzen: 1,2 =z

233—12—%x+2:>%x:3:>x:3%:1,2
(Danach y-Wert durch Einsetzen von z in eine der Funktionsgleichungen; hier: y =2-1,2 — 1 = 1,4)
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8. Klasse TOP 10 Grundwissen 8

Lineare Funktionen 02

YA

Lineare Funktionen haben eine Gleichung von
der Form
y=mx+t 2

/! N / "7 Das ist der y-Achsen-

Steigung m  y-Achsenabschnitt ¢ A abschnitt ¢
also z. B.
Y= %l‘ + 2 1 .
1 o ’

Die Zahl, die ,,alleine ohne z* dasteht (die Konstante,
hier 2), ist der y-Achsenabschnitt und zeigt, wo die
Gerade die y-Achse schneidet (Einsetzen von z = 0,
— Grundwissen 8. Klasse: Funktionen verstehen)

Die Zahl, die ,,bei x dabeisteht” (der Koeffizient von x, hier %), ist die Steigung. Die Steigung
% bedeutet: Fiir je 1 Schritt nach rechts muss man gleichzeitig % nach oben gehen, oder
bequemer: 3 nach rechts, 1 nach oben.

1
Stei =
Jl/ cleung 3 3 nach rechts

3 1 nach oben

Y

Damit die Zeichnung genauer wird, kann man das
Steigungsdreieck mehrmals anhidngen.

H*
8y

0

Besonderheiten:

e Steigung ist ganze Zahl, z. B.y = 2z + 1,5 = 2z + 1,5:
1 nach rechts, 2 nach oben

e Negative Steigung, z. B. y = —2z 4 1,5: Abb. 1
Fallende Gerade: 1 nach rechts, 2 nach unten

e Keine Konstante: y = mx,z. B.y = 1,5z = %m = %x + 0: Abb. 2
y-Achsenabschnitt ist 0, die Gerade geht durch den Ursprung (Proportionalitét)

e Kein z-Term,z. B.y =2 =02+ 2: Abb. 3
Steigung 0, waagrechte Gerade in ,,Hohe* 2

e Steigung 1,z.B.y =20 —2 = %:L’ — 2: Abb. 4

e Steigung —1,z.B.y = —x = —%x: Abb. 5

e Wenn die Gleichung der Geraden nicht in der Form y = ... gegeben ist, so muss man
sie zuerst nach y auflésen (z. B. z + y = 0 ergibt die Gerade aus Abb. 5).

e Gerade durch zwei Punkte und senkrechte Geraden — ueb82.pdf

AbD. 1 AbD. 2 Abb. 3 Abb. 4 Abb. 5
Yy, y=—2x+1,5 Yy, y=L5x Y, Yy=2 Y, y=x—2 Yy Y=—z
1 2

11\ |_o 1t /s 11 14 1+

‘ ‘ —459
o] N x 1 = 0 1 = 0 1 T 0 1 T

45°

1] — 1 m »
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8. Klasse TOP 10 Grundwissen 8

Proportionalitit 03

Direkte Proportionalitiit (in Zeichen: y ~ z)
Beispiel: 1 kg einer bestimmten Obstsorte kostet 2,55 Euro. Jeder Menge z (in kg) ist der zu
bezahlende Preis y (in Euro) zugeordnet: Y
Menge zinkg |0 1 2 3 4 5 5
Preis y in Euro \ 0 2,55 5,10 7,65 10,20 12,75
1

Der Preis y kann berechnet werden durch y = 2,55 - x. 0 3 —

Zuordnungsvorschrift: z — y = 2,55 - x (Sprich: Jedem = wird zugeordnet y = 2 55 x).

Eigenschaften:
e Dem 2-fachen (3-fachen) xz-Wert ist der 2-fache (3-fache) y-Wert zugeordnet.
e Quotientengleichheit: Dividiert man den y-Wert durch den x-Wert, erhilt man jeweils
den gleichen Wert (im Beispiel: £ = g = % =...=2,0)).
e Die Zuordnungsvorschrift ist von der Form z — y = m - x.
m heillt Proportionalititsfaktor (im Beispiel: 2,55).
e Die Punkte im Schaubild liegen auf einer Ursprungsgeraden, d. h. auf einer Geraden

durch den Nullpunkt (0]0).

Indirekte Proportionalitit (in Zeichen: y ~ i)
Beispiel: Ein Busunternehmer rechnet fiir den Tagesausflug, den er anbietet, mit Personal-
und Benzinkosten von 240 Euro. Wie viele Personen miissen sich, damit diese Kosten ge-
deckt sind, fiir die Fahrt anmelden, wenn der Reisepreis 10 (20, 30, 40) Euro betrigt?
Jedem Reisepreis z ist die benotigte Personenzahl y zugeordnet:
Preis « in Euro 10 20 30 40 Y
Bendtigte Personenzahl y ‘ 24 12 8 6

Die Personenzahl y kann berechnet werden mit y = %U.

Zuordnungsvorschrift: z — y = 22,

] >

Eigenschaften: 0 10 x
e Dem 2-fachen (3-fachen) z-Wert ist der -fache (1 -fache) y-Wert zugeordnet.
e Produktgleichheit: Die Produkte aus z- Wert und zugeordnetem y-Wert ergeben stets
den gleichen Wert (im Beispiel: v -y = 10 -24 =20 - 12 = ... = 240).

e Die Zuordnungsvorschrift ist von der Form z — y = =
e Die Punkte im Schaubild liegen auf einer Hyperbel.

Jede dieser Eigenschaften eignet sich zum Losen von Aufgaben, aulerdem die Schlussrech-
nung (Dreisatz, — grund59.pdf). Beispiel:

Ein Fuhrunternehmen soll 180 m? Erde abtransportieren. Mit 20 Fuhren hat er schon 120 m?
Erde abgefahren. Wie viele Fuhren sind insgesamt erforderlich?

Es handelt sich hier um eine direkte Proportionalitit (bei doppelt so viel Erde braucht man
doppelt so viele Fuhren): Abgefahrene Erde z in m® +— Zahl der Fuhren y.
Losungsmoglichkeiten (weitere sieche ueb83.pdf):

e Durch Vergleich der x-Werte: e Durch Aufstellen der Gleichung der Form
19 y = ma. Dabel ist mit z = 120 und y = 20:
rinmd | 120 180 20=m- 120 alsom = % =3 L (siche unten).
Y 20 . Mity = 6x berechnet man nun fiir x = 180:
. — 1, _
1 also... =30 y =g -180=30.

(Proportionalitﬁtsfaktor anschaulich: 5 Fuhre prom 3)

e Mit Quotientengleichheit: -2 120 = {55, also ... = 120

120 so wie ... zu 180°).

- 180 = 30 (,,20 Verhalt sich zu
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8. Klasse TOP 10 Grundwissen 8

Lineare Ungleichungen, Potenzgesetze 04

Ungleichungen

Es gelten die gleichen Regeln wie beim Losen von Gleichungen, mit folgender Besonder-
heit: Multipliziert/dividiert man eine Ungleichung mit einer negativen Zahl, so muss das
Ungleichungszeichen umgekehrt werden.

Beispiel: —1lz+3 < 7 |—3
—1lz < 4 | (—=11) ()
r > — L=]—2%;00]

11 117

Die Losungsmengen sind Intervalle; man schreibt die kleinere Grenze links, die grofere rechts; ist die Klammer
auswirts gerichtet, so gehort die jeweilige Grenze nicht mehr zum angegebenen Bereich; dagegen z. B. bei
] — 005 1] gehort die rechte Grenze 1 noch zum Intervall dazu. Bei 0o (unendlich) ist die Klammer stets
auswirts gerichtet.

Schreibweise auch: {z|z > — 7} bzw. {z|z < 1} (Menge aller # mit der Eigenschaft ... ).

Graphisches Losen von (Un-)Gleichungen

Beispiel: Die Gleichung —0,5z — 1,5 = z bzw. Ungleichung —0,5z — 1,5 < —0,5 soll
graphisch gelost werden. Man zeichnet zu linker und rechter Gleichungsseite die Funktions-
graphen und sucht im Koordinatensystem diejenigen z-Werte, fiir die die Graphen gleiche
bzw. hier kleinere y-Werte liefern, d. h. die Schnittpunkte bzw. den Bereich, in dem hier der
Graph der linken Gleichungsseite unter dem der rechten Gleichungsseite verlduft:

Y Y4
1 r(m) =z 1T
—10) 1 x -2 o] 1 x
r(z) =—-0,5
[(z) = =052 —1,5 [(z) =—0,50—1,5
[(x) = r(x) hat die Losung x = —1 [(z) < r(x) hat die Losung = > —2
Potenzgesetze (— grund51.pdf, grund52.pdf, grund64.pdf)
Bedeutung: a® = a-a-a-a-a-a ,fernera® = 1.
6 Stiick gleiche Faktoren
. ) 1
Negative Exponenten sagen: ,,Ich stehe im Nenner: a™* = —, z. B. 273 = 2%, = %.
a
Auch fiir Einheiten und Variablen, z. B. ms™! = %
Bei negativen Exponenten tauschen Zéhler und Nenner, z. B. 22—54 = a32b4, (£)72=(2)?
Rechenregeln: e a® - a? = a®"Y. Beispiel: 22 - 2% = 25
a® : a¥ = a® Y. Beispiel: % =a’-a?=a?

e (ab)® = a®b". Beispiel: (22)3 =273273 = % L

1
(¢)* = & Beispiel: (2)~* =27 = 2 = 3 = 8L — gz~
34

e (a”)¥ = a®¥ (,Potenzen potenzieren heilt Exponenten multiplizieren®).

Beispiel: (3°)72 = 3°(-2) = 3710
Zehnerpotenzen (zur Angabe sehr kleiner Zahlen)

Beispiele: 10‘6:#:1000000,35 10°m=35- 1061n—00000035m—35um

Manche Taschenrechner (TR) zeigen Zehnerpotenzen im Display z. B. so an: , dies muss aber mit ,,10

hoch* auf das Papier geschrieben werden: 3,5 - 1076
Umgekehrt: Eingabe einer Zehnerpotenz mit dem TR: Meist x 10%, Exp- oder EE-Taste.

Beispiel: 10712 = 1 - 10~ '2: Tippe (je nach TR) 1 12 bzw. 1 12

Je nach TR kann man die Anzeige von Zehnerpotenzen mit gewissen Tastenkombinationen dndern, z. B. ENG.
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8. Klasse TOP 10 Grundwissen 8

Gebrochen-rationale Funktionen 05

Grundform j(z) = 1: Der Graph ist eine Hyperbel:

Beispiel:

1
= 1,5

Umformung und Definitionsbereich:

1
f(2) = gt + 1,5 = g0y + 15 = 27 + 1,5 = 2% + 1,5 (— grund86.pdf).
Da man nicht durch 0 dividieren darf, der Nenner unten also nicht O sein darf, ist 2z —2 =0

verboten, also 2z = 2, also z = 1 verboten. Erlaubt sind also alle Zahlen' ohne die 1:
D =0\{1}
Wertetabelle (mit Taschenrechner, hier gerundete Werte):
z| -3 -2 -1 0 1 2 3 4
y| 138 133 125 1 W2 1,75 1,67
Besonders interessant sind Werte nahe der verbotenen 1 sowie sehr grofle z-Werte:
x| —100 05 09 101 1,10 1,5 100 1000
y|1495 05 —-35 51,56 6,5 2,5 1,505 1,501

Bedeutung der Zahlen a, b, cin f(z) = +43 ¢ hiera =05,b= —1, c = 1,5 in Hinblick
auf den Graphen und besondere Punkte (— grund81.pdf):

Waagrechte Asymptote y = 1,5: oo
Bei sehr groen z-Werten néhert sich :’z
der y-Wert immer mehr dem Wert ¢ = 1
1,5, d. h. der Graph nihert sich der \ flx) == +15
waagrechten Geraden auf Hohe 1,5.
Senkrechte Asymptote (Pol): o S B s
In der Nihe der verbotenen Stelle
x = —b = 1 schmiegt sich der Graph
(wegen der betragsméBig sehr groflen |
y-Werte) an die senkrechte Gerade |
r =1 an. ‘i
|

()
S

Schnittpunkt mit der y-Achse: Einsetzen von x = 0,
hier: f(0) = 2% 4 1,5 = 1, also Y/(0[1).
Schnittpunkte mit der z-Achse (Nullstellen): Funktionsterm gleich 0 setzen und sich er-

gebende Bruchgleichung 16sen (— grund87.pdf); hier: % +15=0 | —1,5
95 =15 |- (z-1
z—1 ’ T )

0,5 =—1,5(x —1),als0 0,5 = —1,52 + 1,5, also —1 = —1,5x, somit x = % also N(§|0)
Angenehm fiir die Berechnung von y ist der x-Wert eine Einheit rechts der Definitionsliicke,
hier also x = 2: f(2) = 2% +1,5 = 0,5 + 1,5 = 2, also P(2|2). Damit ergibt sich:

a = 0,5: Der Graph ist im Vergleich zur Grundfunktion 5 mit Faktor 0,5 in y-Richtung
gestreckt (bei negativem a zusitzlich an der z-Achse gespiegelt).

b = 1: Der Graph ist dann um b nach links (hier also um 1 nach rechts) verschoben.

¢ = 1,5: Der Graph ist im Vergleich zu j dann um ¢ = 1,5 nach oben verschoben.

I Alle Zahlen, die wir kennen, also in der 8. Klasse rationale Zahlen @, ab der 9. Klasse reelle Zahlen IR.
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8. Klasse TOP 10 Grundwissen 8

Rechnen mit Bruchtermen 06

e Faktorisiere den Nenner, d. h. schreibe ihn durch Ausklammern als Produkt.

6z—4 __ _6x—4 ab  __ ab
5z2—ax ~  z(5x—a) 6a—4b ~ 2(3a—20b)

Beispiele:
Tipp: Einen faktorisierten Nenner nicht ausmultiplizieren, wenn es nicht nétig ist!

e Definitionsmenge: Der Nenner darf nicht 0 werden. In obigen Beispielen ist also zu
fordern:’ x #£ 0,2 # ¢ bzw. 3a—2b#0, alsoa # 2b
¢ Richtiges Kiirzen

Kiirzen darf man nur, wenn in Zihler und Nenner ein Produkt steht. Man muss also
zuerst faktorisieren. Beispiel; 82=6a — Sz=a) _ 6

z2—ax = z(x—a) =

6z+a 6(z—a)—1
p oder —

Bei Summen und Differenzen darf nicht gekiirzt werden, z. B.
konnen nicht vereinfacht werden.

Ausnahme: Man fiihrt das Ausklammern im Kopf durch und kiirzt in jedes Glied der

i opiala. 62—6 3z—3 : G\, B 5 : o
Summe. Beispiele: >5—>¢ = =£5*¢ (mit 2 gekiirzt); >*— = —— (mit x gekiirzt)

e Addition, Subtraktion

Auf gemeinsamen Nenner bringen (vorher faktorisieren), dann auf gemeinsamem
Bruchstrich addieren/subtrahieren (Klammern setzen). Beispiel:
-3 —1 _ a3 —1 4 _
2@—2_2Z+2+4_h_%+1_'“
(hier wurde zuerst faktorisiert; Hauptnenner ist nun 2(x — 1)(z + 1), der erste Bruch
wird erweitert mit (z + 1), usw.:) Klammern setzen!
—_——

_ (z=3)(z+1) (z—1)(z—1) +4~2(a:—1)(x+1) _ 2?4x-32-3— (2®2—z—a+1) +8(x®+z—2—1) __

T 2@-D(@+1)  2@@—D(@+1) | 2@-D(@+l) 2(@—1)(z+1) -
_ 2%2-23-3-22422—1482%2-8 _ _ 8x2-12 4226

2(z—1)(z+1) ~ 2—)(z+1) — (@—D)(z+1)

e Multiplikation, Division: Wie gewohnt (wie bei normalen Briichen — grund61.pdf).

Beispiel: | 2 - 10 2 32-3 231 _ 3

e+ 1)(z—1) " 32—3  (a+)(z—1) 10  (a+1)(z—1)-10 _ 5(z+1)
e Doppelbriiche als Quotienten schreiben. Beispiel:
m 5 5 Meist ldasst man den ersten Zwischen-
£ — m. @2 _me_ms 5 schritt weg und schreibt gleich direkt
2 s 8 s msmo 1 den Nenner des Nenners (hier s?) in
den Zihler.

e Vorzeichen
Auf Minusklammern achten (besonders beim Subtrahieren, siche oben)!

Eventuell kann man in Zdhler und Nenner (—1) ausklammern und kiirzen. Beispiel:
—z—1 _ —(z4+1) _ 241

(,Minus durch minus ist plus®)

—z—7  —(z+7) 47

Ein ausgeklammertes Minus des Zihlers oder Nenners darf man auch vor den Bruch
schreiben. Beispiel: —— = ﬁ = — 247 (,Plus durch minus ist minus®)
(—1)-Trick: Will man (z. B. um kiirzen zu konnen) eine Differenz ,umdrehen, so
erreicht man dies durch Ausklammern von (—1). Beispiel: 7 — x = —(—=7 + z) =
—(z —7), also 21:3{4 - ;((j:;)) - _71 - _%

2Denn z. B. bei (z — 2)(x + 7) sieht man Definitionsmenge usw. viel leichter als bei 2 + 5z — 14.
3Eventuell empfiehlt es sich, in einer Nebenrechnung (NR) den Klammerausdruck gleich 0 zu setzen. Im

ersten Beispiel: NR: bz —a = 0; 5z = a; ¢ = %
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8. Klasse TOP 10 Grundwissen 8

Bruchgleichungen, Formeln auflosen 07

Bruchgleichungen sind solche Gleichungen, in denen = unten im Nenner vorkommt.
Bruchgleichungen 16st man, indem man mit dem Hauptnenner (4 N) multipliziert.

Beispiel:
T 3

r—1 = z42
Betrachte Nenner: x — 1, x + 2
Definitionsmenge: D = Q\{1; —2}
(@ ohne {1; —2}; 1 und —2 sind verboten, da sonst der Nenner 0 wird).

HN = (z —1)(z +2)

Bei der Multiplikation mit dem A N wird gleich  — 1 beim Bruch auf der linken Seite und
x + 2 auf der rechten Seite gekiirzt; nicht vergessen, die —1 mit AN zu multiplizieren!

r(z+2)—(r—1)(z+2)=3x—1)

Diese Gleichung 16st man wie gewohnt. Rechne nach: x = %

Blick zuriick auf die Definitionsmenge: g ist nicht verboten, also L = {%}
Beachte:
o Nenner faktorisieren: Ausklammern, dann erst A4 /N bestimmen.

|-HN

e Kreuzweise Multiplizieren
Steht links und rechts des Gleichheitszeichens jeweils nur ein Bruch (nur dann!), dann
wird der linke Nenner auf die rechte Seite und der rechte Nenner auf die linke Sei-
te ,,hiniibermultipliziert*. (Diese Methode kann man allgemein anwenden, wenn man
zuerst linke und rechte Seite jeweils auf einen Bruchstrich bringt [— grund86.pdf].)

>

r—1 z+1
3z+1) = 2(x-—1)
e Bruchgleichungen entstehen oft bei der Suche nach Schnittpunkten und Nullstellen bei
gebrochen-rationalen Funktionen (— grund85.pdf, ueb87.pdf).

Beispiel:

Auflosen von Formeln

Multipliziere, wenn Briiche vorkommen, beide Seiten der Gleichung mit dem Hauptnenner.
Multipliziere Klammern aus.

Bringe bei linearen Gleichungen (d. h. die gesuchte Grée kommt nicht im Nenner vor und
nicht quadratisch [,,hoch 2] oder dhnlich) alle Stiicke mit der gesuchten Variablen auf eine
und den Rest auf die andere Seite (durch Addition/Subtraktion/siehe auch grund76.pdf).
Klammere die gesuchte Variable aus und bringe den Klammerausdruck durch Division auf
die andere Seite.

Beispiel: Lose nach R, auf:

i—mtE  |FRR
Mit dem Hauptnenner R, R» beide Seiten der Gleichung multiplizieren:
RiRy = RRy+ RR4 | — RR;
RiRy — RRy = RR,
Ri(R:—R) = RR; | : (Ry — R)
R, — RRy

Ry — R
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8. Klasse TOP 10 Grundwissen 8

Wahrscheinlichkeiten, Laplace-Experimente |08

Zufallsexperimente lassen sich beschreiben durch Aufzihlen aller moglichen Versuchs-
ausginge (Ergebnisse). Diese bilden den Grundraum ().
Beispiel: Herr A und Frau B betreten im Untergeschof3 eines Kauthauses den Aufzug und
wihlen ihr Ziel (ErdgeschoB, 1., 2. oder 3. Stock). Das Ergebnis ,,Herr A mochte in den 2.
Stock, Frau B ins Erdgeschof3 konnte notiert werden als (2, 0) oder als 20; der Grundraum
ist
2 ={00,01,02,03,

10,11,12,13,

20,21,22,23,

30,31, 32, 33}.
Anzahl der Elemente von : || = 16.
Ereignisse sind Teilmengen von €.
In obiger Situation z. B.
E, = ,Herr A mochte in den 2. Stock, Frau B ins Erdgeschof = {20}
E5 =, Herr A mochte in den 2. Stock™ = {20, 21, 22, 23}
E3 =, Herr A und Frau B mochten ins gleiche Stockwerk™ = {00, 11, 22, 33}
E, = ,Herr A steigt vor Frau B aus” = {01, 02,03, 12, 13,23}
Gegenereignis ,,nicht £, Schreibweise £,
z. B. E, = ,Herr A steigt nicht vor Frau B aus, d. h. A nach B oder A und B im gleichen
Stockwerk” = {00, 10, 11, 20, 21, 22, 30, 31, 32, 33}
Unmaogliches Ereignis: Leere Menge {}, z. B. E3 N E4 (Schnittmenge: Beides, F3 und Ey)
Sicheres Ereignis: Ganz (2, z. B. ,Die Summe der beiden Stockwerksnummern ist < 10
Elementarereignis: Einelementige Teilmenge (besteht nur aus einem Ergebnis), z. B. F;

Wahrscheinlichkeiten

Fiir jedes Ereignis gibt man den Grad der Sicherheit an, mit dem man das Eintreten des
Ereignisses erwarten kann: Zu jedem Ereignis £ hat man eine Wahrscheinlichkeit P(E)
zwischen 0 und 100 % = 1.

Bei Laplace-Experimenten sind alle Elementarereignisse gleich wahrscheinlich: Es ist dann

_ |E| _ Anzahl der fiir £ giinstigen Ergebnisse

P(E) = = T :
|2 Anzahl aller moglichen Ergebnisse

Betrachtet man obige Situation als Laplace-Experiment (was aber zu hinterfragen ist!), so ist
z.B. P(Ey) = = =0,0625 = 6,25 % P(Ey) =1 =7=02=25%

P(Ey) =32 =2=0375=375% P(Ey) = 13 = 0,625 = 62,56 % = 1— P(E,)
Allgemein ist P(E) =1 — P(E).
Zum Zihlen der Elemente von £ bzw. () eignet sich ein Baumdiagramm oder das Zihl-
prinzip (— grund57.pdf).
In obiger Situation ist z. B. 2| = 4 - 4 (4 Wahlmdglichkeiten fiir Herrn A, 4 fiir Frau B),
|E3| =4 -1 (4 Mogl. fiir A, dann nur noch 1 fiir B, da sie das gleiche wie A wéhlen muss).

Weiteres Beispiel: Mit fiinf geworfenen Wiirfeln soll die ,,gro3e Strale 23456 (Ereignis £)
gebildet werden. Hierist |2] =6-6-6-6-6 =6°, |[E|=5-4-3-2-1 = 5! (5 Mogl. fiir
den ersten Wurf, dann noch 4 fiir den zweiten usw.), also P(E) = é’—é ~ 1,5 %.

Gesetz der groBien Zahlen: Bei mehrmaliger unabhédngiger Durchfiihrung eines Experi-
ments kann die relative Hiufigkeit (— grund62.pdf), in wie viel % der Fille das jeweilige
Ereignis eingetreten ist, durchaus schwanken, sie wird sich jedoch auf die Dauer um einen
festen Wert stabilisieren, da eventuelle Gliicks- oder Pechstrahnen bei einer sehr groen An-
zahl von Versuchen nicht mehr ins Gewicht fallen.
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8. Klasse TOP 10 Grundwissen 8

Lineare Gleichungssysteme 09
Beispiel: 20 -3y = T @D

dr+5y = -8 (II)
Einsetzverfahren Additionsverfahren

Lose eine der Gleichungen nach einer Va-  Schreibe die Gleichungen ordentlich unterein-
riablen auf und setze in die andere Glei- ander und multipliziere jede Gleichung so, dass
chung ein: die Koeffizienten einer Variablen Gegenzahlen
werden; anschlieBend werden beide Seiten der

L _ 7 3 ,
I nach z aufgeldst: 2 = 5 + 5y () Gleichungen addiert. Beispiel:

In II eingesetzt: 4 - (% + %y) + 5y = —8 I 20 -3y = 7
Jetzt hat man eine Gleichung, die nur I 4dz+by = -8
noch y enthilt (z ist eliminiert worden); r 10z — 15y = 35
16se diese Gleichung: I 122 + 15y = =24
144 6y+5y = —8 T+II 22x = 11
y = —2 tooe

Jetzt Gegenzahlen —15/4+15! ———

Berechne die andere Unbekannte durch Diesen Zwischenschritt schreibt man in

Einsetzen in I’: der Regel nicht hin, sondern addiert
gleich beide Seiten der Gleichungen im
$:%+%'(_2):% Kopf (5 - 2z + 3 - 4z = 22z usw.).

Die andere Unbekannte y berechnet man durch
Die Losungsmenge enthilt genau ein Einsetzen in I oder 1I:

Zahlenpaar als Losung: inT: 9.1 3y = 7
. 2 —

L={(3-2) A

Man hat jeweils Wahlmoglichkeiten, welche Variable man eliminiert; wihle geschickt!

Spezialfille

In Ausnahmefillen kann sich ein Widerspruch von der Sorte 0 = 1 ergeben (dannist L = {})
oder eine allgemeingiiltige Gleichung der Sorte 0 = 0 (dann hat man eigentlich nur eine
Gleichung mit unendlich vielen Losungen).

Graphisches Losungsverfahren

Jede Gleichung wird nach derselben Variablen aufgelost; die sich dadurch er-
gebende lineare Funktion wird im Koordinatensystem als Gerade dargestellt; Yy
gemeinsame Punkte stellen die gesuchte ,,simultane™ Losung dar.

Beispiel: Autofahrt einer Mutter (erfahren mit 1 %) mit ihrer Tochter (Fiihrer-
scheinneuling mit 0,8 %). Die Tochter soll gleich lange wie die Mutter fahren.

Sie wollen eine Strecke von insgesamt 7 km zuriicklegen. Wie lange darf die 4L N
Tochter/die Mutter am Steuer sitzen?

Sei x die Fahrzeit der Tochter in min, y die der Mutter. I
L=y

.08 z+1-y=7 It :
Aufgelostnach y: L.y = = ol T 7 >

ILy=7-082
Der Grafik entnimmt man den Schnittpunkt mit x ~ 3,9, y ~ 3,9. Tochter und Mutter diirfen je ca. 3,9 min am
Steuer sitzen.
Vorteil des graphischen Verfahrens: Man kann weitere Punkte relativ leicht interpretieren; z. B. (5|3) bedeutet,
dass zwar 7 km zuriickgelegt werden, aber die Tochter wiirde linger als die Mutter fahren; bei (5|5) wiirden
Mutter und Tochter gleich lange am Steuer sitzen, aber es wiirden mehr als 7 km zuriickgelegt werden.
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8. Klasse TOP 10 Grundwissen 8

Kreis, Prisma, Zylinder 10

Kreismessung

Mit der Kreiszahl 7 =~ 3,14 (fiir Uberschlagsrechnungen 7 ~ 3) berechnet man fiir einen
Kreis mit Radius r (= % = halber Durchmesser):

Kreisumfang v = 2rr

1] — 1 m »

Kreisfliche A = 727
Insbesondere gilt also: Bei doppeltem Radius r ist der Umfang « doppelt (Proportionalitit),
bei 2-fachem 7 ist die Flache A 4-fach (quadratischer Zusammenhang).

Jpd"018PUNIS/APJ-IqONS MMM YS-KE DO

Hat man Teile von Kreisen (z. B. Viertelkreis), nimmt man den entsprechenden Bruchteil.
Beispiel: Umfang v und Fliche A der nebenstehenden Figur fiira = 4:  ppp
Die Figur besteht aus einem Viertelkreis um M, mit Radius //”uj H J/[’J‘Ii\.
R = 2a und zwei Viertelkreisbogen um M;, M3 mitr = a. '

N

w=12Rr+2.1.2rr = 1.2 2ar +ar = 2am =87~ 2513. ¢ .
A= iR — 2.1’ —a® = 1(2a)*7 — 3a*T — a® = M "M
= -4a’r — 1a’T —a? = o’ —a® = 87 — 16 ~ 9,13 a-

Q'MQ
Prisma, Zylinder

Verschiebt man eine n-eckige Grundfliche nach oben, so erhilt man ein

Prisma; es wird begrenzt von den n-Ecken als Grund- und Deckfldche ’

und den Rechtecken, die den Mantel des Prismas bilden.

Bei Verschiebung eines Kreises nach oben entsteht ein Zylinder.

Schriigbild Netz

Die nach ,hinten” laufenden Linien werden unter einem Win- (,,Bastelanleitung*)

kel w (z. B. w = 45°) und mit Faktor ¢ verkiirzt (z. B. ¢ = 0,7) Hilfreich ist hier oft,
dargestellt. Niitzlich sind hierzu oft Hilfspunkte oder ein ,,Ein- sich den Korper ,auf-

sperren” in ein Rechteck.

Ist z. B. der Grundriss eines Primas das neben-
stehende gleichseitige Dreieck mit Seitenlidnge
2, so kann man mit dem Hilfspunkt /7 die Lage
des Punktes C' im Schrigbild in einer Entfer-

geklappt® oder ,abge-
wickelt“ zu denken.

Aus Platzgriinden ist
das Netz hier jeweils
verkleinert dargestellt.

nung von 1 - ¢ vom Punkt / konstruieren. B ':H
Prisma
' Volumen: Mantelflache:
Grundflache - Hohe M = uh G
V =Gh (v = Umfang der
1
Grundflédche) Mantp h
A G B C A’
Oberflache: AT
O=M+2G =
Volumen: Mantelflache: ™
Grundfliche - Hohe =~ M = uh = 27nrh
e .2 =
: z Vi=rimh Oberfliiche: Mantel
L O=M+2G =

= 27rh + 2127
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8. Klasse Ubungsaufgaben 8

Funktionen verstehen

01

1.

(a) Wie dndert sich die Wertetabelle, wie der Funktionsgraph, wenn man anstelle der
Funktion y = 22 die Funktion y = 2% + 3 betrachtet?

Warum kann man auch ohne Zeichnung etwas iiber die Symmetrie der Funktions-
graphen sagen?

(b) Wie dndert sich die Wertetabelle, wie der Funktionsgraph, wenn man anstelle der
Funktion y = 22 die Funktion y = 32?2 betrachtet?

Eine Fahrradverleih erwégt die Anschaffung eines Mountain-Bikes zu 1800 Euro,
muss dabei pro Jahr einen Wertverlust von 200 Euro kalkulieren, oder eines Cityrads
zu 800 Euro bei 70 Euro jahrlichem Wertverlust. Welche anschauliche Bedeutung hat
dann der Schnittpunkt der durch y = —200x + 1800 und y = —70x + 800 gegebenen
Funktionen? Berechne diesen. Uberzeuge dich bei der Berechnung des y-Werts davon,
dass beide Funktionsterme das gleiche Ergebnis liefern.

. Bearbeite fiir y = —0,5x + 2: Wertetabelle, Funktionsgraph, Schnittpunkte mit z- und

y-Achse, Punkte auf dem Graphen P(2;7) und Q(7;5). Gib einen Punkt R(100; ?) an,
der unterhalb des Funktionsgraphen liegt!

Wie konnte man rechnerisch untersuchen, ob sich drei durch die Funktionsgleichungen
gegebenen Geraden in einem Punkt schneiden?

. Wie liegen die durch y = 22 + 1 und y = —2% — 1 gegebenen Funktionsgraphen

zueinander?

Finde heraus, welchen Wert der Parameter ¢ im Funktionsterm f(z) = 22 — 2z + a
haben muss, damit der Punkt P(—3; —4) auf dem Funktionsgraphen liegt.
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8. Klasse Ubungsaufgaben

8

Lineare Funktionen

02

1. Gegeben sind die folgenden Funktionsgraphen:

Y ) Y1 Y

8
;
a
:

(a) Welcher der vier Graphen gehort zur Gleichung y = gx —-1?
(b) Wie lautet die Gleichung zum Graphen II1?

(a) Welche Steigung hat die Gerade durch die Punkte P(0;3) und Q(2; —3)? Wie
lautet also die Funktionsgleichung?

(b) Erkldre am Beispiel der Punkte P(1;3) und Q(3; —1), wie man die Gleichung
der Geraden durch diese beiden Punkte aufstellt.

. Die Gerade y = —7z wird an der x-Achse gespiegelt und anschlieBend um 3 Einheiten
nach unten verschoben. Wie lautet die neue Gleichung?

(a) Beschreibe in Worten die Lage der Geraden mit der Gleichung y = —1!

(b) Beschreibe in Worten die Lage der Geraden mit der Gleichung = + y = —2!

1
3

Bestimme die Nullstellen und den Schnittpunkt.

. Zeichne die Geraden y = 3x — 2 und y = —zx — 1 in ein Koordinatensystem.

Welche Beziehung gilt zwischen den Steigungen dieser senkrecht aufeinander stehen-
den Geraden?

. Ein Lieferwagen, der mit 1,2 t beladen ist, transportiert = Sidcke zu je 25 kg und y
Kisten zu je 150 kg. Stelle den Zusammenhang zwischen x und y in einem Diagramm
dar. Welche Punkte (z;y) sind moglich, wenn der Lieferwagen mit maximal 1,2 t be-
laden ist?
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8. Klasse Ubungsaufgaben

3

Proportionalitat

03

1. Ein Fuhrunternehmen soll 180 m?® Erde abtransportieren. Mit 20 Fuhren hat er schon

120 m3 Erde abgefahren. Wie viele Fuhren sind insgesamt erforderlich? Lose diese
Aufgabe (— grund83.pdf)

(a) mit Schlussrechnung, (b) mit Hilfe eines Diagrammes.

. Ein Fuhrunternehmer bendtigt zum Abfahren der Erde mit 3 Lkws 20 Stunden. Wie
lange wiire er mit 5 Lkws benotigen? Begriinde hierzu, warum und unter welchen Be-
dingungen es sich um eine indirekte Proportionalitéit handelt. Diskutiere verschiedene
Losungsmoglichkeiten.

. Eine Lehrkraft kauft fiir 50 Schiiler (verschiedener Klassen) einen Bastelmaterial-
Vorrat im Wert von 80 Euro. Erstelle eine Wertetabelle, aus der jeweils abgelesen
werden kann, wieviel Geld in einer Klasse mit  Schiilern insgesamt eingesammelt
werden muss. Stelle den Zusammenhang graphisch und mit einer Gleichung dar. Lies
aus dem Diagramm ab, wie viel Geld in einer Gruppe von 5 Schiilern eingesammelt
werden muss. Lies aus dem Diagramm ferner ab, aus wie vielen Schiilern eine Gruppe
besteht, die insgesamt 12,80 Euro bezahlt hat.

. Lies aus dem Diagramm drei Wer- Y
te ab und priife, ob es sich um ei- T
ne indirekte Proportionalitit han-
delt. Stelle gegebenenfalls die Glei- T
chung auf.

0 1 T
. Auf eine Fihre fahren mehrere Fahrzeuge, darunter 21 Pkws (das sind 84 %), 2 Busse
und der Rest Lkws. Um welche Art Proportionalitéit handelt es sich bei den folgenden
Zuordnungen:

(a) Prozentsatz — Zahl der Fahrzeuge.

(b) Zahl der Fahrzeuge — Prozentsatz

(c) Prozentsatz — Winkel in einem Kreisdiagramm
Stelle die Anzahl der Fahrzeuge in einem Kreisdiagramm dar.

. Fiir den Zusammenhang zwischen Masse m, Dichte p und Volumen V' gilt die Formel
m = p - V. Eine Lehrkraft fiihrt den Schiilern gleich schwere Korper verschiedener
Dichte vor, und zwar aus Platin (p = 21 dl%), Silber (p = 10,5 dl%) und Keramik
(p=2,1 dl%). Was kann man dann {iber die Volumina sagen?
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8. Klasse Ubungsaufgaben

8

Lineare Ungleichungen, Potenzgesetze

04

1. Ungleichungen

(a) Aus der TIMS-Studie (diese war dhnlich wie PISA eine sehr bekannt gewordene

internationale Vergleichsuntersuchung):
2

3

(b) Lose folgende Ungleichungen und gib die Losung in Intervallschreibweise an:
e Sr<5lz—1
o —5x>—-2x+7)

(c) Welche Zahl muss auf der rechten Seite der Ungleichung

Bestimme die Losungsmenge: 5z + 2 < —2z —

—x <...

stehen, damit die Losungsmenge L = [—5; 00| ist?
(d) Bestimme die Losungsmenge: —x > 0

2. Aus einem Wasserhahn laufen pro Sekunde 7,5 ml Wasser in einen Zahnputzbecher,

in dem sich bereits 20 ml befinden.

(a) Beschreibe, welche Bedeutung der Term 7,52 + 20 hat.

(b) Bestimme, fiir welche Zeitdauer nach dem Beginn die Menge Wasser im Becher
mindestens 70 ml und hochstens 140 ml betrigt.

(c) Ein zweiter gereinigter Wasserhahn liefert 9,5 ml pro Sekunde in einen zunédchst
leeren Becher. Berechne mit einer Ungleichung, fiir welche Zeitpunkte x die
Wassermenge im alten (etwas vorgefiillten) Becher kleiner als die im neuen Be-
cher ist.

3. Potenzen

(a) Erkldre, wie die Zahlenfolge (3)?, (2)2, (2)', ... sinnvoll fortzusetzen ist.
(b) Berechne: (—5)73 - 5% . (23)*

(c) Vereinfache:
ocl.c8
0 8c%f? 4+ 9%(ef)?
o (g")?
(d) Erklire schrittweise mit den Potenzgesetzen die in grund84.pdf angegebene Um-
formung (2)72 = (2)%

1123\ /2\7°
(e) Vereinfache: ( 935 ) ; ()

4. Berechne die Querschnittsfliche eines 62 pm dicken Haars (nimm dabei der Einfach-

heit halber an, dass das Haar einen quadratischen Querschnitt hat). Wie viele Haare
haben zusammen eine Querschnittsfliche von 1 cm?? Schreibe das Ergebnis mit Hilfe
einer Zehnerpotenz.
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8. Klasse Ubungsaufgaben 8

Gebrochen-rationale Funktionen 05

1. Zeichne mit Hilfe einer Wertetabelle die Graphen zu folgenden Funktionsgleichungen;
bestimme waagrechte und senkrechte Asymptote. Gib den Schnittpunkt mit der y-

Achse an.
—6 2 3 1,25
@y=-——"=+ b)y=——"+3 ©y r+15 ¥
2. Untersuche die Funktion aus Aufgabe 1(b) rechnerisch auf Schnittpunkte mit der x-
Achse.
3
3. Zeichne den Graphen der Funktion f(x) = — und bestimme damit die Graphen von
x
3 3 1,5
=———-2, h(z)= d k(z)=-
o) =7 =2 h(r)= = wnd k(x)=
4. Bestimme den Definitionsbereich:
Tr—3 3
@ I = g O =g @@=t

5. Anwendungsbeispiel:

Ist K,y das Anfangskapital eines Aktienbesitzers und K., das Endguthaben bei der
Rendite (,,Zinssatz“) x (als Dezimalzahl, also x = 0,03 bei 3 %), so berechnet man
das Endguthaben mit K., = K, - (1 + ). Umgekehrt war also das Anfangsguthaben

Kneu . . .
K = = bzw. als Funktionsterm geschrieben z. B. bei K., = 15000:
X

15000
J(w) = 1+
Berechne, wie viel Geld man somit bei einer Wertsteigerung von 20 % anlegen miisste,
um damit 15 000 Euro zu erhalten.

Erklére, wie in diesem Beispiel negative x-Werte (z. B. z = —0,8) interpretiert werden
miissten; wie die Definitionsliicke?

Wie wire (fiir groe z-Werte) die waagrechte Asymptote zu interpretieren?
6. Sonderfille von Bruchfunktionen, die nicht der elementaren Form f(z) = %5 + ¢
4 2
_ ’ -2 h(z)=
iy 0= @)

den folgenden Graphen zu; begriinde kurz (z. B. anhand

entsprechen: Ordne die Funktionsterme f(x) =
22 —1 )

———undk(z) = ———
e 2 WA = m
des Definitionsbereichs [Nenner betrachten!]):

A U B LY C U D 0

i i i |
(Q wl T o | |

3’
e
|
S
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8. Klasse Ubungsaufgaben 8
Rechnen mit Bruchtermen 06

1. Bestimme die Definitionsmenge:

5x2 —a
3622 — 16z
1 1

T—6 6z+1

(a)

(b)

2. Vereinfache:

45x — 20
3622 — 16z
(ab)?

a3h — a2b3

(a)

(b)

1 1 1
3. Bringe auf einen Bruchstrich: — + — +
g Rl R2 Rl + R2

4. Vereinfache:

1 1
:v—l_w—l—Q
24 —x

x4+ 3

622 + 5 3x
3622 — 16x * 8 — 18z
6x + 11 20+ 5
2r+4  22+2r

(a)

(b) -8

(©)

(d)

5. Vereinfache:

Tdr — 34 22 +4+1

@ =T il
az a’z3
b :
®) z—a az—a?
6. Vereinfache:
J
c
(a) 7
J
b)) —
C
1
L2
© 4
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8. Klasse Ubungsaufgaben

8

Bruchgleichungen, Formeln auflosen

07

1. Lose folgende Bruchgleichungen:

2 1
(a) = —
Sx + 15 10
2 3
b —
()x—3 r—1
3x? 1
_ — )
() ] 3z $_1+
3x? 3
d —3xr = 2
()x—l v x—1+
5 1 — 0,25z 1
(© =~

2. Zeichne die Graphen zu den Termen f(z) = -%; und g(2) = 3 in ein Koordinaten-

system.

Bestimme rechnerisch die Nullstelle von f, denjenigen z-Wert mit f(z) = —3 und die

Schnittpunkte von f und g.
3. Lose folgende Formeln nach den angegebenen Variablen auf:

(a) c1my (191 — ﬁm) = Cgmg(ﬁm — 192) nach ﬁm
Tipps: Fiihre der Reihe nach folgende Schritte durch:
(1) Klammern ausmultiplizieren.
(2) Alle Stiicke mit 1J,,, nach rechts, alle anderen nach links.
(3) ¥,,, ausklammern.
(4) Die Klammer auf die andere Seite dividieren.

B _ b
(b)ézgnachg
11,1
(c)?—§+5nachg
11,1
(d)f—g—i—bnachf

) poVg=mg+ p;VgnachV

4. Lose nach a auf: ﬁ =3

Mache die Probe, indem Du das Ergebnis fiir a einsetzt und vereinfachst.
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8. Klasse Ubungsaufgaben 8

Wahrscheinlichkeiten, Laplace-Experimente | 08

1. Warum ist das Beispiel in grund85.pdf in Wirklichkeit kein Laplace-Experiment?

2. Ein Galton-Brett ist ein vertikal aufgestelltes Brett mit ei- }
nem Gitter von Nageln. Die auf den ersten Nagel oben fal-
lende Kugel wird dort nach rechts oder links abgelenkt und
trifft dann auf die Nigel der nidchsten Reihe. Schlielich
fillt sie unten in eines der Ficher. Die Abbildung rechts

zeigt ein 4-stufiges Galton-Brett.

Warum ist zur Berechnung von Wahrscheinlichkeiten die g0 g1 % % %
Aufzihlung der Fach-Nummern Q = {0,1,2, 3,4} eher ungiinstig? Wie muss ) ge-
wihlt werden, damit es ein Laplace-Raum ist? Berechne die Wahrscheinlichkeit, dass

die Kugel in Fach O féllt! Berechne die Wahrscheinlichkeit, dass sie in Fach 3 fillt!

3. Ein Rommé-Blatt besteht aus 110 Karten: Herz (rot), Karo (rot), Kreuz (schwarz), Pik
(schwarz), jeweils 2, 3, 4, ..., 10, Bube (Wert 10), Dame (10), Konig (10), As (11), je
2 -mal, dazu 6 Joker (20). Eine Karte wird zufillig gezogen.

Berechne die Wahrscheinlichkeiten folgender Ereignisse:
A: ,Es wird ein As (kein Joker) gezogen™
B: ,Es wird eine rote Karte (kein Joker) gezogen*
C" ,Es wird ein Joker gezogen™
D: ,Es werden hochstens 4 Augen gezogen'
E=D
F = AU C (Vereinigungsmenge, d. h. A oder C')
Formuliere £ und F' in Worten.
4. In der Kantine gibt es als Mittagessen zur Wahl: Apfelstrudel, Brathuhn oder Curry-
wurst. Drei Personen stehen Schlange und nennen der Reihe nach ihren Wunsch.
Erstelle ein Baumdiagramm!

Wie grof3 ist bei Annahme eines Laplace-Modells die Wahrscheinlichkeit des Ereignis-
ses I, dass die Wiinsche nicht alle erfiillt werden konnen, wenn der Koch von jedem
Gericht nur noch eines vorritig hat?

Beschreibe, wie dieses Experiment als Urnenexperiment simuliert werden konnte.

5. An der Garderobe werden an 4 Giste im Dunkeln 4 Méntel zuriickgegeben.
Berechne die Wahrscheinlichkeit, dass kein Gast den eigenen Mantel erhilt.
6. In der Bibliothek stehen 10 verschiedene Binde einer beliebten Jugendbuch-Serie.

4 Schiiler duBlern jeweils einen Buch-Wunsch. Betrachte im Laplace-Modell das Er-
eignis F: ,Jeder Schiiler wiinscht ein anderes Buch®. Zeige: P(E) ~ 50 %.

Angenommen, bei 10-maliger Durchfiihrung dieses Experiments tritt das Ereignis
nur 2-mal ein. Beweist dies, dass die Laplace-Annahme falsch war?
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8. Klasse Ubungsaufgaben

8

Lineare Gleichungssysteme

09

1. Lose folgende Gleichungssysteme:

() 6z + Hy
—7z + 3y

(b) 2x — 6y
rT—yY

= —36
= —11
= 1
= 1

2. Lose das Gleichungssystem rechnerisch und graphisch:

y = 2

_ 1

-1
+3

3. Lineare Gleichungssysteme mit mehreren Variablen — Musteraufgabe

In der Regel empfiehlt sich I

das  Additionsverfahren, I —a+3b+4c

wobei man zunichst aus je I

3a—2b+5¢c = 13
= —1 -3 |-5
5a+6b—c = 3

zwei verschiedenen Glei-

chungen dieselbe Variable 1V (aus L 1D)

Th+17¢c = 10 |3
21b+19¢ = -2 |.(=1)

eliminiert. Beispiel: V (aus 11, IIT)
in IV
inl 3a—2-

Lose nun selbst folgendes Gleichungssystem:

20 +y — 3z
3r—2y+ 2
do + 3y — 2z

32¢ = 32 =c=1

+17-1 = 10 =b=-1

(-1)+5-1 = 13 —a=2
L = {(Z-1;1)}

= 16

4. Bestimme fiir die Gleichung y = ma + ¢ die Zahlen m und ¢, wenn fiir (z;y) die
Punkte (2;3) und (—1;5) eingesetzt werden kénnen.

5. Klaus zahlt fiir 17 normale und 2 Farbkopien 9,84 Euro, Claudia fiir 1 Farbkopie und
39 normale Kopien 8,58 Euro. Wie viel kostet eine Farbkopie?

6. Franzi und Nikola sparen auf einen DVD-Player. Franzi besitzt 50 Euro und kann jeden
Monat 5 Euro dazulegen. Nikola beginnt 2 Monate spiter mit O Euro zu sparen, kann
aber jeden Monat 10 Euro sparen. Beide konnen zum selben Zeitpunkt das gleiche
Gerit kaufen. Lose graphisch, wann und zu welchem Preis der DVD-Player gekauft

wird.

Entnimm der Grafik: Wie sieht die Situation vor diesem Zeitpunkt aus? Wie sieht die
Situation fiir einen DVD-Rekorder einer anderen Marke zum Preis von 150 Euro aus?
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8. Klasse Ubungsaufgaben

8

Kreis, Prisma, Zylinder

10

1. Kreismessung

(a) Berechne die Flidche eines Kreisrings mit innerem Radius » = 7 und duflerem

Radius R = 11.

(b) Gegeben ist der Umfang v = 10,99 eines Kreises. Berechne den Durchmesser
und die Flache dieses Kreises. Wie dndern sich die Ergebnisse, wenn man einen

()

(d)

Kreis mit 11-fachem Umfang nimmt?

Die nebenstehende ,,Sonnenfinsternis entsteht, indem
man von einem Kreis um (0|0) mit Radius » = 3 den
,rechts von x = 2,6 liegenden Kreisbogen nach , links*
spiegelt. Das entstehende ,,Tortenstiick” hat dann einen
Winkel von ungefihr 60°, also AB 3. Berechne
die Bogenlinge des Tortenstiicks, die Fliche des umge-
klappten (,,rechts” von = = 2,6 liegenden) Segments und
die Fldache der Sonnenfinsternis-Figur.

~
~

Aus einem Quadrat mit Seitenldnge a 36 werden
wie in nebenstehender Figur n Kreise (ohne Uberschnei-
dung) mit Radius » = 4 herausgeschnitten. Fiir welche
natiirlichen Zahlen n ist die Flache der so entstehenden
Figur grofler als 55 % der Quadratflache?

2. Prisma
Ein Prisma habe das nebenstehende 5-Eck als Grundfliche
(Angaben gerundet in mm) und eine Hohe von 40 mm.

(a) Zeichne ein Schrigbild des Prismas, sowohl als , lie-

g < ,,stehendes*“Prisma.

(b) Berechne Oberflicheninhalt und Volumen.
3. Zylinder

Yy
~ _\\
NA
11 ’ ,,i' N
o T | %
)B
i\\__//

24

10

24

10

(a) Berechne, wie oft man aus einer Regentonne (Hohe 80 cm, Durchmesser 70 cm)
mit einem Spielzeugeimer (Hohe und Durchmesser je 16 cm) schopfen kann.

(b) Beurteile durch Rechnung: Fiir welchen Spielzeugeimer gendtigt man bei glei-

chem Inhaltsvolumen mehr Material zur Herstellung:
e Hohe und Durchmesser je 16 cm, oder
e Durchmesser 18 cm und dafiir etwas kleinere Hohe?
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8. Klasse Ubungen 08

Kompakt-Uberblick zum Grundwissen K

1. Funktionen verstehen (siehe auch grund81.pdf):
Beschreibe in Worten, wie die Gerade y = —ix — 2 im Vergleich zu y = —iaz im

Koordinatensystem liegt. Fiir welches x ist jeweils y = 2? Wo liegen die Nullstellen?

2. Lineare Funktionen (siehe auch grund82.pdf):

Vergleiche folgende Moglichkeiten durch Zeichnen entsprechender Funktionsgraphen:
A. Entfernter Supermarkt mit 2 Euro Fahrkosten, 1 Sack Kartoffeln zu 1,25 Euro.
B. Benachbarter Supermarkt, 1 Sack Kartoffeln zu 2 Euro

3. Proportionalitit (siehe auch grund83.pdf): 12091(km) i (my)k
Gegeben sind folgende Probleme: o aE \‘\\
A. Bei gegebener Strecke von 3 km ist aus 601 . \,
der Zeit die Geschwindigkeit zu bestimmen. L 501 = \\
B. Bei gegebener Geschwindigkeit 120 ¥2 |/ ST
ist aus der Zeit die Strecke zu bestimmen. 0 60 Z(min) 090 60z ()

Ordne zu, welche Art Proportionalitit jeweils vorliegt und welches der nebenstehen-
den Diagramme dazugehort. Erklére, was jeweils die punktierte Linie beschreibt.

4. Ungleichungen, Potenzgesetze (siehe auch grund84.pdf):

(a) Lose rechnerisch, fiir welche Menge Kartoffeln A in Aufgabe 2 billiger ist.
5ab)~*
(b) Vereinfache: 5,2(ab*)%a °c’ — (ab)7
ab-
5. Gebrochen-rationale Funktionen (siehe auch grund85.pdf):
Zeichne mit Asymptoten und Nullstelle den Graphen zu f(z) = ﬁ + 1.

1 1 x—22

20+ 14 x x+7
7. Bruchgleichungen, Auflosen von Formeln (siehe auch grund87.pdf):

(a)%—x%g:—l (b)Lésenachzauf:%—izi

6. Bruchterme (siehe auch grund86.pdf): Vereinfache:

8. Wahrscheinlichkeiten, Laplace-Experimente (siehe auch grund88.pdf):

Berechne die W., bei dreimaligem Wiirfeln drei verschiedene Augenzahlen zu werfen.

|
N

9. Lineare Gleichungssysteme (siehe auch grund89.pdf): 2x + 5y
6r —8y = 29

10. Kreis, Prisma, Zylinder (siehe auch grund810.pdf):

Vergleiche Volumen und Oberfliche; beschreibe das
auf den ersten Blick iiberraschende Ergebnis:

Prisma wie hier abgebildet.

Zylinder mit Grundfliche 167 und Hohe 8.




A w1 1] 1] -

|l
AN AN AN

C

CC BY-SA: www.strobl-f.de/lsg81.pdf

8. Klasse Losungen 8

Funktionen verstehen 01

1. (a) Der y-Wert ist jeweils um 3 groBer. Der Graph ist um 3 Einheiten nach oben
verschoben.

Da sich z. B. fiir den z-Wert —4 der gleiche Funktionswert y = (—4)>+3 = 4?+3
ergibt wie beim x-Wert +4, allgemein bei —x der gleiche y-Wert wie bei 4z, sind
die Funktionsgraphen achsensymmetrisch zur y-Achse.

(b) Die y-Werte sind jeweils 3-mal so groB3. Der Graph ist in y-Richtung 3-fach ge-
streckt, also steiler.

2. Die Terme stellen den Wert des jeweiligen Rades nach x Jahren dar. Der x-Wert des
Schnittpunktes gibt also an, nach wie vielen Jahren beide Réider gleichen Wert haben;
der y-Wert ist dann dieser Wert (in Euro).

Gleichsetzen —200x 4 1800 = —70x 4 800 liefert 130z = 1000; z = 12 ~ 7,7.
Einsetzen in y = —200z + 1800: y = —200 - % + 1800 = 261%
Einsetzen in y = —70z + 800: y = —70 - 12 + 800 = 261 5.

3. z/-3 =2 -1 0 1 2 3 y
y|35 3 25 2 15 1 05

Schnittpunkt mit y-Achse:
Einsetzen von z = 0 liefert y = 2.

Schnittpunkt mit z-Achse (Nullstelle):
Funktionsterm gleich O setzen: —0,52 + 2 = 0; —0,0z = —2; x = 4.

Punkte auf dem Graphen:

P: Einsetzen von x = 2 liefert y = —0,5 -2+ 2 = 1, also P(2|1)

@Q: Einsetzen von y = 5 liefert 5 = —0,5 - 4 2; © = —6, also Q(—6|5)

R’: Einsetzen von x = 100 liefert y = —0,5 - 100 4+ 2 = —48.

Fiir einen Punkt R unterhalb des Graphen, also unterhalb von R’ muss also ein y-Wert
kleiner als —48 gewihlt werden, z. B. R(100| — 50).

4. Berechne durch Gleichsetzen von zwei Funktionstermen f;(x) und f>(x) den Schnitt-
punkt dieser beiden Graphen und priife durch Einsetzen des sich ergebenden x-Wertes
in den dritten Funktionsterm, ob sich der gleiche y-Wert ergibt wie bei den ersten
beiden Funktionstermen.

5. Die Wertetabelle der zweiten Funktion weist y-Werte mit genau anderem Vorzeichen
auf. Der Funktionsgraph ist an der z-Achse gespiegelt.

6. Einsetzen der Punktkoordinaten x = —3 und y = —4 in die Funktionsgleichung y =
1? — 2z +aliefert —4 = (—3)? —2-(—3) +a, also —4 = 9+ 6+ a und somit a = —19.
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8. Klasse Losungen 8
Lineare Funktionen 02

1. (a) Wegen des y-Achsenabschnitts —1 kommen nur I und II in Frage, wegen der
Steigung g (4 nach rechts, 5 nach oben) ist es 1.

(b) III hat die Gleichung y = = + 1,25

2. (a) Da P auf der y-Achse liegt, siecht man den y-Achsenabschnitt t = 3.
Von P nach @): 2 nach rechts, 6 nach unten, also Steigung m = _76 = —3.
Somity = —3x + 3
(b) Aus den Koordinaten sieht man ein Steigungsdreieck zwischen P und (): 2 nach
rechts, 4 nach unten, also Steigung m = ’74 — —2; damit macht man den Ansatz
y=mx+t=—2x+t.
t bestimmt man durch Einsetzen z. B. von P(1;3):3 = —2 -1+ t;alsot = 5.

Somity = —2x + 5

3. Nach Spiegelung an der z-Achse lautet die Gleichung y = 7x (dann steigende Gera-
de), nach anschlieBender Verschiebung nach unten y = 7z — 3 (zu y = 7z parallele
Gerade).

4. (a) Parallele zur x-Achse (1 Einheit unter der x-Achse).

(b) y = —z — 2 bedeutet: Fallende Gerade mit Steigung —1, also ,,1 nach rechts, 1
nach unten® (45° abwirts geneigt) und y-Achsenabschitt —2, also ist die Winkel-
halbierende des II./IV. Quadranten um 2 Einheiten nach unten verschoben.

5. y=3x—2: "
Nullstelle: 0 = 3z — 2; 32 = 2, x = %
Y= —%]} — 1 . . . . 1+
Nullstelle: 0 = —%:p— 1; %x =—1:2=-3

Schnittpunkt: 3z — 2 = —Lz — 1; i

1 10,3 0
3r+3r=—-14+2 Fr=1 _\
x:%—O,B. : . . .

. =
Eingesetzt in eine der Gleichungen:

y=3-03—-2=-1,1. : . . . =9
Also Schnittpunkt S(0,3; —1,1) /
Steigungen m; = 3 und my = —%: Steigungsdreiecke ,,1 nach rechts, 3 nach oben*
und ,,3 nach rechts, 1 nach unten sind um 90° gedreht, daher m, = —m%
6. In kg: 25z 4+ 150y = 1200, also 150y = 1200 — 25z; y = % — %x = —%x +8
Ya
8 Auf der eingezeichneten Geraden (genauer gesagt: Strecke)

e liegen die Werte (x|y) mit genau 1200 kg Beladung.

0 8 43 T

Ist 25z + 150y < 1200 (,,maximal 1,2 t“), so geben die Punkte auf oder unterhalb der
Geraden die moglichen Beladungen wieder (Strecke und punktierter Bereich).
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8. Klasse Losungen 8

Proportionalitat 03

1. (a) Man iiberlegt, wie viele Fuhren fiir (b) Durch den Nullpunkt und durch den

1 m?® notwendig wiren: Punkt (120|20) zeichnet man eine Ge-
rade. Dann kann man zum z-Wert 180
120 m®> + 20 Fuhren den gewiinschten y-Wert ablesen.
Im® — % Fuhren (Fuhrenanzahl) y4
3 20 30
1830 m* +— 55 - 180 Fuhren = e
= 30 Fuhren ol

0100 180 & (m%
2. Indirekte Proportionalitit (bei doppelt so vielen Lkws braucht man halb so lange),
vorausgesetzt die Lkws sind gleich und behindern sich nicht gegenseitig.

Losung bequem z. B. mit Produktgleichheit: 3-20 =5 -y, alsoy = %, also 12 h;
oder mit Schlussrechnung (Dreisatz): 1 Lkw — 20 - 3 h, 5 Lkws — 60 : 5 h.

Hier zwar moglich, aber umstéindlicher: Bei g—mal so viele Lkws bendtigt man die %—
fache Zeit; oder durch Aufstellen der Gleichung y = %0 oder (ungenau) durch Zeich-

nen dieser Hyperbel. y

3. Schillerzahlz | 2 4 6 8 10
Euro-Betragy | 3.2 64 9,6 12,8 16 12,8

Gleichung: y = 1,6

In einer Schiilergruppe von 5 Schiilern miissen 8
8 Euro eingesammelt werden (klar: fiir % der

Schiiler nur % Materialkosten).
Eine Schiilergruppe, die 12,80 Euro bezahlt, be- e
steht aus 8 Schiilern. 0 1 5 8§ =%

4. Abgelesen werden z. B. (1]2,4), (2|1,2), (5|0,5).
Bei indirekter Proportionalitit hat man Produktgleichheit.
Berechne also die Produkte: 1-24=24;2-12=24;5-0,5=2,5.
Innerhalb der Messgenauigkeit sind die Produkte gleich, es handelt sich somit um eine
indirekte Proportionalitit mit der Gleichung 3y = 22,

T

5. In allen drei Féllen handelt es sich um eine direkte Proportionalitit.
Busse Lkws

84 % + 21 Fahrzeuge
1% +~ Z Fahrzeuge
100 % 21100 — 95 Fahrzeuge (oder direkt 21 : 0,84 = 25)

}_>
84
Es sind also 25 — 21 — 2 = 2 Lkws, 2 Busse (je 8 %, denn 1 Fahrzeug L 4 %).

Im Kreisdiagramm ergeben 100 % den Vollkreis 360°; die 8 % Busse erhalten also

360° - % = 28,8°, die Lkws ebenso und die Pkws den Rest.

6. Da die Masse gleich ist, handelt es sich um gleiche Produkte p - V, also um eine
indirekte Proportionalitéit. Daher ist im Vergleich zu Platin bei Silber (halbe Dichte)
das Volumen doppelt, bei Keramik (1% Dichte) das Volumen 10-fach.
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8. Klasse Losungen 8
Lineare Ungleichungen, Potenzgesetze 04
. @bz+3<—20—-2 |3
152 4+5 < —6x — 2
21 < =7
r<—3  L=]—o00;—4]
(b) e =5z <571z —1 o —bx > =2z +7)
—bx < tr—1 | -t —br > -2z — 14 | + 2z
—52r < —1 | (—5,2) —3z > —14 |2 (=3)
v>355 L= [g00] r<g; L=]-oo ¥
(c) —z < 5 liefert nach Umformung (Multiplikation mit —1) x > —5
(d) —2>0 |- (=1)

x < 0; L =] — 00; 0]

2. (a) Menge Wasser (in ml) im Becher x Sekunden nach dem Start.

(b) 70 < 7,5z + 20 < 140 | —20
50 < 7,502 <120 |75
D<r<16
Ab dem Zeitpunkt % ~ 6,7 Sekunden bis zum Zeitpunkt 16 Sekunden nach
Beginn ist die Wassermenge im gewiinschten Bereich.

(¢) 7,52+ 20 < 9,5x | — 7,5z
20 < 2z | :2
10 < z bzw. (wenn man die Ungleichung von rechts nach links liest) x > 10,

d. h. fiir Zeitpunkte spiter als 10 s nach dem Beginn ist im ersten Becher weniger
als im neuen.

3. (a) Die Zahlenfolge wird von Schritt zu Schritt jeweils durch g dividiert:
B =GP =2.0 =30 =1L =L =5 D=
(b) (_5)—3 . 515 . (23)4 — (_15)3 . 515 . 212 — _55% . 212 — _512 . 212 —_ _1012
(Minus 1 Billion)

(C) ) 06 . C_8 = CG+(_8) = C_2 e c% () Q = d_3_(_4) = dl = d
0 8c2f2 + 9%(ef)? = 8e%f? + 8le? f2 = 89¢? [ o (¢")? = g"? = g%h
zy—2 A B T C 22 D 2 E

D G =:E == 5=

A: Negativer Exponent: ,.Ich stehe im Nenner*
B: Bruch als Quotient schreiben
C: Potenzrechenregel ($)* = &
D: Durch einen Bruch wird dividiert, indem man mit dem Kehrbruch multipliziert
E: Potenzrechenregel (%)” = 4
© (1 o2\ 1%t 4 121 8 121-8 121
495 “\y B 42410 " 23 o 16y1026 3 o 16y/1326 o 276913

4. A= (62-10"°m)% = 38441072 m? = 3,844 - 107 m?.

Anzahl auf 1 cm? = 0,0001 m? somit 0,0001 : (3,844 - 107) ~ 2,6 - 10*
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8. Klasse Losungen

8

Gebrochen-rationale Funktionen

05

1. Aus Platzgriinden sind die Wertetabellen hier stark verkiirzt und gerundet:

(a)

(b)

(©

az\—3 0 3 100 x\—30 3 100 x\—3 0 3 100
Yy \ 401 19 Y \2,2 408 1,5 Y \—1,3 0,3-0,2-0,5
Waagrechte Asymptote: y =2  Waagrechte As.: y = 1,5 Waagrechte As.: y=—0,5

Senkrechte Asymptote: v = —3 Senkrecyhte As.:xz =0  Senkrechte As.: z=—1,5

I . 7
/- kein y-
/,/ Y (O ’ O) J Achsenschnitt Y (O| %)
Y SR T2 {
: 3 e 0 / 3 z \ o 3
{ (Fiir y-Achsenschnitt
"' jeweils f(0) betrachten) "-

. f(x)=0,also-2+3=0 |—3 dann| -z

—2=—3z,alsox = (—2) : (—2) = 3, somit N(5]0)

x \ —3 0 1 3 Spiegelung an der z- Verschiebung um  Alle y-Werte halb so
y | =3 W3 1 Achse, Verschiebung 1,5 nach links grof}
7 um 2 nach unten Y4 Yy
4 A . H
[\ f ! > "‘
2 N /Z | ) :23\;?\;” 21\ k\
of 3 o 3 , o] 3 ] ! T
\\ T 0] g/’x \\\ z N 3 x

(@) D = @®Q\{0;5} (Das Produkt im Nenner ist 0, wenn einer der Faktoren 0 ist)
(b) D= (Q\{g} (Nebenrechnung: 8z — 5 = 0; 8z = 5; x = %)
(¢) D =Q\{1} (Nebenrechnung: (xr —1)*=0;2 —1=0;z =1)

15000

.20 % = 0,2, also f(0,2) = 295

T —0,8 = —80 % bedeutet eine Kapitalverminderung um 80 %, also auf
20 % = % des Anfangswertes; umgekehrt war also der Anfangswert 5-mal so grof3:
f(—0,8) = 15990 — 75000.

1-08 —
Definitionsliicke + = —1: Bei Kapitalverminderung um 100 % bliebe nichts mehr
tibrig (der Fall eines Endkapitals von 75000 kann also nicht sein).

= 12500 = anzulegendes Anfangskapital (in Euro).

Waagrechte Asymptote y = 0: GroBe x (= starke Kapitalvermehrung, z. B. um 100 =
10000 %): Aus einem Anfangskapital von fast O entsteht dann das Endkapital.

. f(x): C, weil Nenner 4z + 2 stets positiv, also keine Definitionsliicke.

g(x): A, weil D = Q\{—2; 2}: Zwei Definitionsliicken = —2 und = = 2.

h(x): B, weil D = Q\{—2}: Einzige Definitionsliicke z = —2, Nullstellen +1
k(z): D, weil D = @ \{—2}: Definitionsliicke (doppelter Pol) z = —2, keine Nt

Begriindung wire z. B. auch moglich mit jeweils einer kleinen Wertetabelle und Vergleich mit Graphen.
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8. Klasse Losungen 8
Rechnen mit Bruchtermen 06
1. (a) Nebenrechnung: 362> — 162 = 0; (b) Verboten sind:
4x(9z — 4) = 0; z—6=0und 6z +1=0,
z = 0oder9xr — 4 = 0; also verboten:
z = 0 oder 9z = 4; xr = 6und 6x = —1.
z=0oderz = 3. Somit D = Q\{—¢;6}

Damit ist D = Q\{0; 3

452 —20  5(9x—4) 5

3622 — 160 4x(9r —4) 4x

ab)? a’b? b
(b) (ab)” =

a3h —a?t®  a?b(a —b?)  a—b?

2. (a)

3 1 + 1 + 1 _ Ro(Ri+R2)+Ri(R1+R2)+Ri1R2 _ 3R1Ra+R2+R?
" Ri ' R2 ' Rit+R RiRz(R1+R2) R1Ra(Ri+R2)
11 T+2 . z—1 _ xz42—(z—1) _ 3
4 @ i T e T e T eeDer) © D)
(b) 24—z ] — 24—z 8(x+3) _ 24—x—8(x+3) _ 24—2-8x—24 _ -9z _ __ 9z
z+3 T z+3 z+3 z+3 o z+3 T z+3 T x+3
(c) Zuerst faktorisieren, dann (—1)-Trick, dann auf gleichen Nenner bringen:
62245 4 B3z _ 62245 + 3z 6245 3z __
36x2—16x 8—18z = 4z(9z—4) 2(4—9z) = 4x(9z—4) 2(9z—4)
_ 62245  3x2x _ 62°45-622 __ 5
T 4x(9z—4) 4z(9z—4) — 4z(9z—4) —  4z(9z—4)
(d) 6z+11 2245 o _ 6z+11 2245 3= (6z+11)x  (2z+5)-2  3-2z(xz+2)
2x+4 z242x T 2(x+2) z(z+2) T 2z(z+2) 2x(z+2) 2z(z+2)
_ 6z2+11lz—(4a+10)—(622+122) _ 622+1lz—4x—10—622—12z _ —5z—10 __
o 2z (z+2) o 2x(z+2) T 2z(z+2) T
_ —5@+2) _ -5 _ _ 5
T 2z(x+2) T 22 2w
5. () Tdr — 34 22 +1 B
r+1  Tdr+34
_ (Tdz = 34)(a*+1) 23Tz —17)(a*+1)  (37x —17)(z* + 1)
(e D)(T4r +34) (2 + 12037z +17) (2 +1)(37z +17)
Eine weitere Vereinfachung ist nicht méglich, da 22 + 1 nicht faktorisiert werden
kann und nicht weiter gekiirzt werden kann.
) az  a’z®  az az—a* az-a(z—a) 1
z—a az—a®> z—a a®23  (z—a)-a?z3 2?2
J
5 J J 1
6. (@ C==:J=—-"—=_
@ J C c-J C
J J c J-¢
b)) v =J:==J - —=—7=—=(C
®) £ C J J 1
1 _9 1 _ 222 1-2°
z2 z2 z2 z2




A w1 1] 1] -

|l
AN AN AN

C

CC BY-SA: www.strobl-f.de/lsg87.pdf

8. Klasse Losungen 8

Bruchgleichungen, Formeln auflosen

07

1.

(a) D = @Q\{—3}. Kreuzweise Mult.: 2 - 10 = 5z + 15; r=1; L={1}
(b) D = Q\{1;3}. Kreuzweises Multiplizieren liefert:
2(x — 1) = 3(z — 3); 20 —2=3x—09; r=T, L={7}
(c) D = @Q\{1}. Multiplikation mit dem Hauptnenner = — 1 liefert:
322 = 3x(r —1)=1+2(x — 1)
322 =322 +3x=1+2x—2 r=-1 L={-1}
(d) D = @Q\{1}. Multiplikation mit dem Hauptnenner x — 1 liefert:
322 = 3x(r —1)=3+2(x —1)
32% — 32? + 3z =3+ 2z — 2 r=1 L=A{}
(Beachte hier, dass = 1 nicht in der Definitionsmenge ist!)
(e) Nenner faktorisieren: 2z + 6 = 2(x + 3), 2* + 3z = z(z + 3).
Also D = ®Q\{—3; 0}. Multiplikation mit dem Hauptnenner 4z (x + 3) liefert:
5.2z — (1 —0,252%) - 4 = x(z + 3)

10z — 4 + 2? = 22 + 3z; Tr =4 =1 L={%}
L.z |2 -1 0 1 2 3 100
2. Wertetabelle (gerundetete Werte) fiir f: 7@ 05 033 0 -1 W3 102

3.

4.

kie: f(x)=g(x)

=)

Der Graph zu g ist eine Ursprungs- Nullstelle: f(z) =0 Schnitt

gerade mit Steigung 3. 2o=0  |-(x-2) E=gz [-3x-2)
‘ NS r=0-(x—2) 3z =z(x —2)
h x=0 3v =2 — 2
o g—" 2> —5r =10
- o-Wertmit f(z) = -3 z(x—5) =0
T2 57T 323 =—3 z=0oderz —5=0
\\ﬁi r=—-3(x—2) 1 =0,29=5
\ ' r=—-3x+6 y-Werte durch Einset-
4o = zen in f(x) oder g(x):
—3h r=%=15 51(0]0), S>(5]3)
(@ (D) oy — evmydy, = comaty, — camaty | + cimi¥y, + camat)s
(2) Clmlfﬁl + CQmQﬁQ = Cgmgﬁm + Clmlfﬁm
(3) 01m1?91 + CQTTL2192 = (CQmQ + Clm1>19m | . (CQTTLQ + Clml)
4) amiditeamads _ 9
cama+cimi m
B _ b. — _ G
© j=,+3 |- fgb
gb=fb+fg;  gb—fg=1b  gb—f)=1fb  g=%
(d) Wiein (c): gb = fo+ fg;  gb=f(b+g); =4
© paVg=mg+pVg pV —pV=m; (pa—p)V=m; V=2
= 3; a=3(a—x); a=3a—3r; a—3a=-3r; —2a=—3x; a:%z
3x 3z
3z 3z 3.9
Probe: —2— = 2 = TE_3
2 3 2z
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8. Klasse Losungen

3

Wahrscheinlichkeiten, Laplace-Experimente | 08

1.

Die Stockwerke des Kaufhauses werden un-
terschiedlich attraktiv sein, so dass sich kei-
ne Gleichwahrscheinlichkeit ergibt. Zudem
konnten bei Herrn A und Frau B ,,Abhéngig-
keiten” bestehen, dass beide gemeinsam
hiufiger das gleiche Stockwerk wéhlen.

2.

{0,1,2,3,4} ist ungiinstig, da die
Facher nicht gleichwahrscheinlich sind.
Besser mit den links/rechts (LL/R)-,,Entschei-
dungen‘ der Kugeln, also als Laplace-Raum
Q={LLLL,LLLR,LLRL,..., RRRR}.
Da jedes Mal 2 Wahlmoglichkeiten vorlie-
gen,ist [ =2-2-2-2=16.

A = ,Kugel fillt in Fach 0 = {LLLL},
P(A) = % = 0,0625 = 6,25 %

B = ... Fach 3 = {LRRR,RLRR,
RRLR,RRRL}, P(B) = 1% = i =25%
3.

2] = 110.

|A] =8, P(A) = —~0073 7,3 %

B = 52, P(B) = 2 ~ 0 AT3 = 473 %
|IC| =6, P(C ):—~0055 5,5 %

|D| = 24, P(D) = mNO218—218%
(,,< 4, also 2, 3 oder 4)

|E| =110 — 24,

P(E)=1-P(D) = 110 ~ 0,782 ="78,2 %

(,,es werden mindestens [>] 5 Augen gezo-
gen, d. h. mehr als 4*)

|F| =38 + 6

P(F) = 110 ~ 0,127 = 12,7 % (,,es wird ein
As oder ein Joker gezogen®, oder: ,,es wer-
den mehr als 10 Augen gezogen‘)

4 //////////”\\\\\\\\\\
AN AN

AMAAAAMAN

ABCABCABCABCABCABCABCABCABC

B

4. (Fortsetzung)

E: Ein Gericht wird mindestens 2-mal
gewiinscht (also z. B. AAA, AAB). Zihlt
man im Baumdiagramm alle solchen Pfade
durch, so erhilt man 21 von 27 Moglichkei-
ten, also P(E) = 2 = I ~ 77,8 %.
Simulation als Urnenexperiment: Man legt
in ein Gefil je eine mit A, B, C beschrifte-
te Kugel. Es wird (stellvertretend fiir den je-
weils geduBerten Wunsch) dreimal gezogen,
wobei das Ergebnis notiert wird, die Ku-
gel zuriickgelegt und wieder gemischt wird.
Wenn dabei eine Kugel doppelt oder dreifach
vorkommt, ist das Ereignis F eingetreten.

5.

Nummeriert man die Mintel wie die ent-
sprechenden Personen in der Riickgabe-
Schlange, so ist 2 =

{1234,1243,1324, 1342, 1423, 1432,

2134, 2143, 2314, 2341, 2413, 2431,

3124, 3142, 3214, 3241, 3412, 3421,

4123,4132, 4213, 4231, 4312, 4321}

(z. B. 4132 bedeutet, dass die erste Person Mantel Nr.
4 erhilt, die zweite Mantel Nr. 1, die dritte den eige-
nen Nr. 3, die vierte Nr. 2).

A = {2143,2341, 2413, 3142, 3412,
3421,4123, 4312, 4321},
P(A) =2 =23=0375=375%

24
6.

Alle Moglichkeiten: Der erste Schiiler kann
10 Buch-Wiinsche duf3ern, der zweite ebenso
usw., also |Q] = 10%.

Giinstige  Moglichkeiten: Wenn jeder
Schiiler ein anderes Buch wiinscht, kann
der erste Schiiler 10 Wiinsche #duflern, der
zweite nur noch 9, der dritte 8 usw. Also:
P(E) = 10987 — 0,504 = 50,4 %

Eine relative Haufigkeit von E im realen Ex-

periment widerlegt noch nicht die Laplace-
Annahme, da sich zufillig ein solcher Ver-
suchsausgang einstellen kann.

Nur bei sehr vielen Versuchen kénnte man nach dem
Gesetz der grofen Zahlen eine solche Vermutung
duflern, aber ein Beweis wire es immer noch nicht.
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8. Klasse Losungen 8
Lineare Gleichungssysteme 09
1. (@ 6x+5y=—-36 | -3 4. 3=m -2+t |- (—1)
—Tr+3y=-11  |-(=5) 5=m-(=1)+t |
b3z = —53 2=-3m
Inl: 6-(—1) + 5y = —36 Ink3=-2-2+4¢
y=—6 L={(-1]-6)} (= 12
®) 2:L'$—_6y i 1 || (=2) 5. Sei n der Preis einer normalen und
— 4:; ; 1 f der einer Farbkopie (in Euro).
y =025 1Tn +2f =984 |
Inll: z — 0,25 = 1 39n+ f=858 |-(-2)
=125 L ={(1,25/0,25)} —6ln = —-T7,32
n =0,12
2. Es bietet sich hier das Einsetzverfahren In1l: 390,12 + f = 8,58
an: [Iin It f=13,90
y=2-( % y+3)—1 Eine Farbkopie kostet 3,90 Euro.
Yy=y+9>
0=5 6. Sei z die Zahl der Monate (ab Fran-

zis Sparbeginn) und y der gesparte

Losungsmenge: Leere Menge: L = {}. Betrag in Euro (= Preis des Geriits).

Graphisch:
Auflosen der zweiten Gleichung nach y:
=2(x — 3) =2z — 6.

Franzi: y = 50 + 5z
Nikola: y = 10(x — 2) = 10z — 20
yl

Yy Es ergeben sich 150
1+ parallele Gera- 1201 - cve
0]/ q 7 den, also keine F
-1 gemeinsamen
Punkte.
20 > Sl
0,2 1417 20 =«
—6. Schnittpunkt: z = 14, y = 120.
3.20+y—32=5 | Nach 14 (bzw. Nikola nach 12) Mo-
3x—2y+2=6 |3 |- 2 naten kann der DVD-Player zu 120
dr + 3y — 2z = 16 | Euro gekauft werden.
11z — 5y =23 | . . . .
10z —y _ 98 |- (=5) Vor diesem Zeitpunkt ist F. ,rei-
301 L cher*, danach N.
r =3 Der Grafik entnimmt man, dass ein
10-3—y =28 Gerit zu 150 Euro von Franzi nach
y=2 20 Monaten gekauft werden kann
Inll: 3-3—2-24+2=6 und von Nikola bereits 17 Monate

z=1 L ={(3]2]1)} nach Franzis Sparbeginn.
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8. Klasse Losungen 8

Kreis, Prisma, Zylinder

10

1.

2.

3.

(a)
(b)

©)

(d)

(a)

(b)

(a)

(b)

A= Rl —r’r = 1121 — 7’1 = 727 =~ 226,2

Aus u = 2rr folgt r = J- &~ 1,75, somit d = 2r ~ 3,5 und A = r’m ~ 9,61
Wegen der Proportionalitdt von u und r ist bei 11-fachem Umfang der Radius
ebenfalls 11-fach und die Fldche somit 121-fach.

Der 60°- Wlnkel schne1det aus dem 360°-Vollkreis £ 360 =1 5 heraus.
Bogenlange 2rm=<-2-3n=7m~ 3,14.

Segmentﬂache f—Krels minus Dreieck mit Grundlinie AB und Hohe h = 2,6:
As—fr W—*AB h—f 327r—7 3-2,6=15m—39~0,81
Sonnenﬁnsterms -Figur: A = r’nr— 2AS =9r—2(1,5m7—3,9) = 67+7,8 ~ 26,6

Fliche des ,Kisestiicks™: a®> — nr’m = 362 — n - 427 ~ 1296 — 50,27n
55 % von der Fliche des Quadrats: 0,55 - a®> = 712,8

1296 — 50,27n > 712,8 | +50,27n — 712,8
583,2 > 50,27n | : 50,27

11,6 > n,d.h.n < 11,6

Also gilt das Gewlinschte fiir alle natiirlichen
Zahlen bis einschlieBlich 11.

Fiir das ,liegende” Prisma wird die Vorderseite in wah-
rer GroBe gezeichnet, die nach hinten laufenden Linien
statt 4 cm z. B. auf diagonale 4 Késtchen (ca. 28 mm)
verkiirzt.

Fiir das stehende Prisma kann man sich die Grundfldche
zu einem 24 x 24-Rechteck ergéinzt denken und dieses
zunéchst im Schrigbild zeichnen (24 mm vorne in wah-
rer GroBe, nach hinten laufende Linie wieder auf 2,4 dia-
gonale Kistchen, also ca. 17 mm verkiirzt. Entsprechend
findet man die weiteren Eckpunkte des Prismas.

In mm (bzw. mm? bzw. mm?):

Grundflache zerlegt in zwei Rechtecke und
Dreieck: G = 24-10410-14+1-14-14 = 478
Oberfliche: O = 2G + M = 2 - 478 + (24 + PO NSO
10 + 20 + 10 + 24) - 40 = 4476 ~—17mm| -
Volumen: V = G - h = 478 - 40 = 19120 7 mm

Mit der Zylinder-Volumen-Formel V' = 7?7h berechnet man:

Vonne = (35 cm)?7 - 80 cm= 980007 cm? (= 308 Liter)

Viimer = (8 cm)?m - 16 cm= 10247 cm? (~ 3,22 Liter)

Anzahl Eimer-Volumen im Tonnen-Volumen: Ylome — 85750 _ 98000 95,7.

VEimer 1024w~ 1024
Berechnung der Hohe des zweiten Eimers mit gleichem Volumen 10247 cm?:
3
ramhy = 10247 cm?®, also hy = 1021 — 1024 ecm= 124 cm ~ 12,64 cm.
2 raT 92 ’

Materialbedarf (Boden-Grundfliche und Mantelfliche, in cm bzw. cm?):
G+ M, = 7‘17T +2rimhy = 821+ 2 - 87 - 16 = 96mcm? ~ 302

Gy + My = 131 + 2romhy = 9*7 + 2 - 970 - 1024 = 9(;‘1137T ~ 351

Beim ersten Eimer wird weniger Material benotlgt
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8. Klasse Losungen

08

Kompakt-Uberblick zum Grundwissen

K

1.
Yy = —ix ist eine flach fallende Ursprungs-
gerade, y = —ix — 2 um 2 Einheiten tiefer.
2 als y-Wert: 2 = —%:p, also x = —8 bzw.
2=—1r—2alsoz = —16.
Nstx—Obsz——f —2,alsox = 8.
2.
Gesamtpreis y bei Kauf von = Sicken:
n N Aty =1250+2 = 42
B: y = 2z (in Euro)
Schnittpunkt:
2x = 1,252 + 2,
also r = % = 2%.
| /B Bis zu 2 Sidcken ist B
A _ giinstiger, ab 3 Sicken A.
1 T
3.

A: Bei doppelter Zeit fiir die 3 km liegt halbe
Geschw. vor, also indirekte Proportionalitit;
Hyperbel (rechts); Bedeutung des Produkts:
60s-50 % = 3000 m = 3 km; punktiert: Glei-
ches Problem bei geg. Strecke 1 km.

B: Bei doppelter Zeit kann man bei geg. Ge-
schwindigkeit die doppelte Strecke zuriick-
legen, also direkte Proportionalitit; Ur-
sprungsgerade (links); Bedeutung des Quo-
tienten: 120km — 190 km, punktiert: Gleiches

60 min

Problem bei geg. Geschwmdlgkelt 60 km

4.

(a) 1,252 +2 < 2z
—0,752 < —2 | (—32
x> (=2): (——)—2 3 3:2
(b) 5,2(ab?)3a5¢" — G2
=5.2a% (V)% - 1 — Toa b

= 5.2a*75p*3 — 0,247~ {17

= 5,272 — 0,225 =5a2b0 = 5b6
5.
x -2 0 2 4 6 100
y=%51]3 0 —3 “3 104

(Fortsetzung siehe rechts oben)

5. (Fortsetzung)

y ) Senkrechte As.: x = 4
\\ (Nenner!)
2 N Waagrechte As.: y = 1.
0'”'2”” 55 N4ullstelle: f(x) =
L+1=04 =-1;
\ 4=—1(x —4),
4=—-x+4,2=0
6.
11, z=z) 1 1oz _
2x+14 T z+7 T 2(z+7) T+7 T
_ 1 2(0-x) _ 1-2+42zx _ 2z—1
2(z+7) 2+7) — 2(x+7) T 2(z+7)
7.
(@ D= @\{—3; 0}
E_ng —1 | - x(x + 3)
2(x +3) —2? = —x(x + 3)
20 +6 — 22 = —2% — 32
br = —6; =-12;, L={-12}
b -, =1 | zya
ya — za = 2, ya = 2y + za
ya = z(y + a); z =t
8.
Q| = =6-5-4=120
Pl ===}
9.
I 20 + 5y =2 |-8
11 6x — 8y = 29 |5

46x = 161, also x = 3,5
In/l:2-35+5y=2,alsoy = —1.
L={@B5-1)}

10.

Glprisma = 9-2+3-5-3-4 =36

Verisma = GPrisma - h = 36 - 8 = 288
Oprisma =2G+ M =2-36+(24+4+5+
445+445+2+49)-8=2392

VZylinder - GZylinder ~h =167 - 8 ~= 402
Gzytinder = 727, also 16w = 127, also r = 4
OZylinder =2G + 2rmh
=2-16m+2-4n -8 =~ 301

VPrisma < VZylinder’ aber OPrisma > OZylinder~
Dies ergibt sich daraus, dass das Prisma we-
sentlich ,,aufgerauter” ist als der Zylinder.




