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13. Klasse TOP 10 Grundwissen 13
Integralfunktion, Integralanwendungen 02
Integralfunktion
Bei fester unterer Grenze a und variabler oberer Grenze x erhält man durch I(x) =

x∫
a
f(t)dt

eine Integralfunktion.
Beispiel: Eine Integralfunktion zu f(t) = 1

4
t+ 3 ist z. B. (bei a = −4) gegeben durch

I(x) =
x∫

−4
(1
4
t+3)dt =

[
1
8
t2 + 3t

]x
−4

= 1
8
x2 +3x− (1

8
· (−4)2 +3 · (−4)) = 1

8
x2 +3x+10.

Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung
Jede Integralfunktion ist eine Stammfunktion der Integrandenfunktion, d. h. I ′(x) = f(x).
In obigem Beispiel mit I(x) = 1

8
x2 + 3x+ 10 ist I ′(x) = 1

4
x+ 3 = f(x).

Die Begriffe Integralfunktion und Stammfunktion sind jedoch verschieden: Eine Integral-
funktion hat stets mindestens eine Nullstelle (nämlich untere Grenze x = a); eine Stamm-
funktion muss jedoch diese Eigenschaft nicht haben, da diese nur bis auf eine additive Kon-
stante eindeutig ist und somit in y-Richtung verschoben sein kann (→ grund122.pdf).

Zusammenhänge zwischen Eigenschaften einer Stammfunktion F und f = F ′

Eig. der Stammfkt. F Formaler Zusammenhang Eig. von f an einer Stelle x
bzw. Integralfunktion (VZW = Vorzeichenwechsel)
F hat Extremum F ′(x) = f(x) = 0 mit VZW f hat Nullstelle mit VZW
F steigt F ′(x) = f(x) > 0 f oberhalb der x-Achse
F hat Wendepunkt F ′′(x) = f ′(x) = 0 mit VZW f hat Extremum

Integralanwendung Fläche zwischen zwei Kurven

”Oberkurve minus Unterkurve“: A =
b∫
a
(f(x)− g(x))dx
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Integralanwendung in Sachsituationen
Ist f die Änderungsrate einer Größe, so stellt das Integral die Gesamtänderung dar.

Beispiel: Ist f die Zuflussgeschwindigkeit in einen Wasserspeicher in m3

s
, so ist

b∫
a
f(t)dt die

im Zeitintervall [a; b] zugeflossene Wassermenge in m3.
Weitere Interpretation:
Denkt man sich eine Fläche in Streifen mit Fläche ”Streifenhöhe f(xi) mal Streifenbreite

∆x“ zerschnitten, so ist
b∫
a
f(t)dt ≈ ∑

i
f(xi)∆x der im Intervall [a; b] vorliegende Gesamt-

bestand; modelliert z. B. f(x) ähnlich wie in einem Histogramm die Schülerzahl im Alter

x ∈ [9,5; 19,5], so stellt
19,5∫
9,5

f(x)dx die geamte Schülerzahl aller 10 bis 19-Jährigen dar.

Integralanwendung Rotationskörper
Volumen des Rotationskörpers bei Rotation des Graphen einer Funktion f im Intervall [a; b]

um die x-Achse: V = π ·
b∫
a
(f(x))2dx.

Uneigentliche Integrale (Anwendung z. B. bei Dichtefunktionen → grund133.pdf)
Für sich ins unendliche erstreckende Funktionen lässt man eine Integrationsgrenze gegen
±∞ bzw. gegen die Definitionslücke gehen und prüft, ob der Grenzwert existiert.

Beispiele:
∞∫
0
e−0,25xdx = lim

z→∞

z∫
0
e−0,25xdx = lim

z→∞
[−4e−0,25]z0 = lim

z→∞
(−4e−0,25z−(−4)) = 4

16∫
0

1
4√x

= lim
z→0

16∫
z
x−0,25dx = lim

z→0
[4
3
x0,75]16z = lim

z→0
(4
3
· 160,75 − 4

3
z0,75) = 32
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