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12. Klasse TOP 10 Mathematik (alter LP)

12

Gesamtes Grundwissen mit Ubungen

G

Grundwissen Mathematik 12. Klasse: Die 10 wichtigsten Themen auf jeweils einer Seite!
Zum Wiederholen kann man die Ubungen des Kompakt-Uberblicks verwenden.

12/1  Integration

12/2  Wendepunkte, Integralfunktionen
12/3  Erwartungswert, Binomialverteilung
12/4  Testen von Hypothesen

12/5  Geradengleichungen

12/6  Ebenengleichungen

12/7  Normalenform und HNF von Ebenen
12/8  Lagebeziehung Gerade — Gerade
12/9  Lagebeziehung Gerade — Ebene
12/10 Lagebeziehung Ebene — Ebene

12/K  Kompakt-Uberblick zum Grundwissen
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G=Grundwissen, U=Ubungen, L=Losungen




12. Klasse TOP 10 Grundwissen (alter LP) 12

Integration 01

b
A = [ f(z)dx kann veranschaulicht wer-

A Y
den als Fliache unter dem Graphen von m\ /
f zwischen x = a und = = b, genauer: | —
als Flidchenbilanz, wobei Flichen oberhalb der z-Achse positiv
zdhlen, unterhalb der z-Achse negativ. y

Flichen zwischen zwei Kurven: ,
,,Oberkurve minus Unterkurve™: A = [(f(z) — g(x))dx

AN

,Unterkurve® \

I a b =z

Néherungsweise konnen Flichen auch durch Zerlegung in Streifen und die entsprechende
Summe der Streifenflichen berechnet werden (— ueb121.pdf, Aufgabe 1).

b
Zur Berechnung von A = [ f(x) dx:

Zuerst besorgt man sich eine Stammfunktion F, d. h. eine Funktion, deren Ableitung F”(x)
den Integranden f ergibt (weitere Hinweise — grund112.pdf, grund117.pdf, grund118.pdf
und siehe unten; Hauptsatz und Begriff ,,Integralfunktion” — grund122.pdf).

Beispiel: f(z) = 22 — 10; dann ist F'(z) = % — 10z (Kontrolle durch Differenzieren!)
Nun wertet man die Stammfunktion aus durch Einsetzen ,,Obergrenze minus Untergrenze:

[ 1@)dz = [P@)] = F) - F(a)

Beispiel (Klammern setzen, Vorzeichen beachten!):

3 3 3 3 (—1)3
I (@ =10)dw = 5 =10z =% -10-3—[5E —10- (-1)] =9-30+5-10= -
Merke Stammfunktionen:
1 /
fx)y [ 1] o | 22| 2" firn#-1| - =" ]]VV((;C)) v'(2)e’® | sinz
T
2 3 n+1
F(z) | x % % % In|z| | In|N(z)] V(@) —COST
n
Tricks:

. _ 1 . .
* Ausdriicke von der Sorte % oder /z kann man als 273 bzw. 22 schreiben und mit der

2 _ L 2.3
= —5,z bzw. 522 finden.

* Bei Briichen mit einfachem Nenner ist es manchmal giinstig, sie ,,auseinanderzuzie-
: _ 3z*422%24ax _ 32 22 xr 2 1
hen“,Z.B.belf(ﬂ:)—T—?%—?—{—?—31 —|—2+;

Also Stammfunktion: F'(z) = 2® + 2z + In |x].

* In Priifungsaufgaben steht die Stammfunktion manchmal schon da und man muss
durch Differenzieren (— grund116.pdf) lediglich nachweisen, dass es tatsdchlich eine
Stammfunktion ist.

x"-Formel die Stammfunktion —%x_

Manchmal hat man in vorhergehenden Aufgaben Umformungen gemacht, die das In-
tegrieren wesentlich erleichtern.

Beispiel: f(z) = 15;14 = (2* —4) : (x +1) = 2 — 1 — 25 (Polynomdivision!)

Also Stammfunktion: F'(z) = % —z—3n|z+1].

Jpd e[z [pUNIS/ep J-[qoNs MMM YV S-Ad DD
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12. Klasse TOP 10 Grundwissen (alter LP) 12

Wendepunkte, Integralfunktionen 02

Kriimmung und Wendepunkte

f"(x) bilden, f"(z) = 0.

Vorzeichenbereiche von f” ermitteln (— grund107.pdf, dabei ggf. auch Definitionsliicken
markieren)

Kriimmung: f” > 0: Graph ist in diesem Bereich linksgekriimmt; f” < 0: rechtsgekriimmt.
Dazwischen bei f”(x) = 0: Flachpunkt; bei Vorzeichenwechsel von f” sogar Wende-
punkt; wenn zusitzlich zum Vorzeichenwechsel dort f/(x) = 0: Terrassenpunkt.

Die y-Koordinate dieser Punkte ermittelt man durch Einsetzen in f(z).

Beispiel: f(z) = 155 (x + 3)(2? — 9)(2® + 9) = 15 (2® 4 3% — 81w — 243

)
f(x) = 155 (52 + 1223 — 81) y.
() = 11 (2023 + 3622) vee T
f//({L‘) =0: ﬁl’z(QO{L‘ + 36) = 0; Ty/2 = 0; z3 = —1.8. . . o 1 - -
" " " /
rechts- —1,8 links- 0 links- gekriimmt )/
WP(—1,8]y) FLAP(0|0) ~

mity = f(—1,8) ~ —0,85
Unter einer Wendetangente versteht man die Tangente im Wendepunkt.

Kriterium fiir Extrema (— grund113.pdf) mit Hilfe der zweiten Ableitung f”:
Bekanntlich geniigt f'(x) = 0 noch nicht fiir das Vorliegen eines Extremums, sondern es
muss noch ein Vorzeichenwechsel (VZW) von f’ vorliegen. Alternativ zur Vorzeichenbe-
trachtung kann man die in Frage kommenden x-Werte in f”(x) einsetzen. Ist dann an einer
solchen Stelle f”(z) > 0, so ist dort der Graph linksgekriimmt, d. h. es handelt sich um ein
Minimum, bei f”(z) < 0 entsprechend um ein Maximum.

Ist an einer solchen Stelle f”(z) = 0, so muss man doch die Vorzeichenbereiche untersu-
chen.

In obigem Beispiel f(z) = 155 (z + 3) (2% — 9)(x* + 9) ist

f(=3) =155 (=3)*+12-(=3)* —81) = O und

J"(=3) = 5(20- (=3)*+36- (—3)?) = —2,16 < 0 und daher z = —3 eine Maximalstelle.

Integralfunktion

F(t)dt

Bei fester unterer Grenze a und variabler oberer Grenze x erhélt man durch 7 (z)

Il
Q—sy

eine Integralfunktion.

Beispiel: Eine Integralfunktion zu f(t) = %t + 3 ist z. B. (bei a = —4) gegeben durch

I(z) = _fﬁt +3)dt = [32+3t]" = L2+ 32— (3 (—4)2+3-(=4)) = f2?+ 3z +10.
Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung

Jede Integralfunktion ist eine Stammfunktion der Integrandenfunktion, d. h. I'(x) = f(x).
In obigem Beispiel mit I(x) = g2* 4+ 3z 4+ 10ist I'(x) = ;o + 3 = f(x).

Die Begriffe Integralfunktion und Stammfunktion sind jedoch verschieden: Eine Integral-
funktion hat stets mindestens eine Nullstelle (ndmlich untere Grenze x = a), eine Stamm-
funktion muss jedoch diese Eigenschaft nicht haben.

Zusammenhinge zwischen Eigenschaften einer Stammfunktion ' und f = F’

Eig. der Stammfkt. F’ ‘ Formaler Zusammenhang ‘ Eig. von f an einer Stelle =
F hat Extremum F'(z) = f(z) = 0mit VZW | f hat Nullstelle mit VZW
F hat Wendepunkt F"(z) = f'(z) = 0 mit VZW | f hat Extremum

Jpd ez [pUNIS/ep J-[qoNs MMM YV S-Ad DD
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12. Klasse TOP 10 Grundwissen (alter LP) 12

Erwartungswert, Binomialverteilung 03

Zufallsvariablen ordnen jedem Ergebnis eines Zufallsexperiments eine Zahl zu.
Zum Beispiel beim zweimaligen Wiirfeln dem Ergebnis (3;6) die Anzahl der 2er, hier X ((3;6)

)=
Die Wahrscheinlichkeitsverteilung gibt an, mit welcher Wahrscheinlichkeit P (X a) die

jeweiligen Werte a auftreten.

Zum Beispiel beim zweimaligen Wiirfeln fiir die Anzahl X der 2er: ‘ 0 ! 2

a

PX=a) [ % =

Der Erwartungswert ;1 = E(X) gibt einen mit den jeweiligen Wahrscheinlichkeiten ge-

wichteten Mittelwert an: y = E(X) = Z a-P(X =a).

Die Varianz 02 = V(X)) und die Streuung (Standardabwelchung) = /V(x) sind MaBe

fiir die mittlere quadrierte Abweichung vom Mittelwert: 02 =V (X) = ( w)?-P(X=a).

In obigem Beispiel: p = F(X)=0-P(X =0)+1-P(X=1)+2-P(X =2) =
R CuR i e W el P et 4

01°3

Wichtig zum Verstidndnis der Formeln fiir die Berechnung von Wahrscheinlichkeiten ist der
Binomialkoeffizient, der angibt, wie viele Moglichkeiten es gibt, aus n Objekten eine Teil-
menge von k Stiick (ohne Beriicksichtigung der Reihenfolge) auszuwaihlen:

Taschenrechner: nCr-Taste.

|
(n) " Zum Beispiel Lotto 6 aus 49:
k kl(n — k)! (V) = 2% = 13983816

Hypergeometrische Verteilung: Urnenexperiment Ziehen ohne Zuriicklegen

( S) < N S) n-mal ohne Zuriicklegen
P(A) = 5 ]3_ 5 N Kugeln, davon Ereignis A:
S schwarze (,,Treffer) s schwarze
n N — S weiBe (,Niete') n — s weibe

Binomialverteilung: Urnenexperiment Ziehen mit Zuriicklegen

Ein Bernoulli-Experiment (zwei Versuchsausginge: Treffer und Niete, Trefferwahrschein-
lichkeit p) wird n-mal unabhingig durchgefiihrt (Bernoulli-Kette der Lange n zum Parameter
p). Die Wahrscheinlichkeit, genau k Treffer zu erhalten, ist dann

n-mal mit Zuriicklegen

B(n;p; k) = (Z)pk(l —p)nk

(Binomialverteilung — Stochastik-Tafel). »Lreffer” mit W. p Ercignis /:

LSNiete" mit W.gq=1—p Genau k Treffer
Die Wahrscheinlichkeit, hochstens k Treffer zu erhalten, ist

B(n;p;0) + B(n;p; 1) + ... + B(n; p; k) ZBnp,

(Verteilungsfunktion — Stochastik-Tafel)

Beispiel 1: Bei einer bestimmten Telefon-Gesellschaft kommen 96 % aller Telefongespridche beim ersten
Waihlen zustande. Jemand muss 10 Gespriche erledigen. Treffer: , kommt durch®, p = 0,96, n = 10.
Betrachte A: ,kommt genau einmal nicht durch®, B: ,kommt mindestens achtmal durch®.

A: d. h. genau 9 Treffer: P(A) = B(10;0,96;9) = (') - 0,96° - 0,04 = 0,27701 (oder Tafel).

B: Komplement B: ,hochstens sieben Treffer*. P(B) = P,—10 p—0.96(k > 8) =1 — Pp—10p—0.96(k < 7) =
1 —0,00621 = 0,99379 (Tafel)

Beispiel 2: Wie oft muss das Experiment durchgefiihrt werden, um mit mindestens 90 % Wahrscheinlichkeit
mindestens einmal nicht durchzukommen, wenn die W. hierfiir 0,04 betriagt?

Hier notiert man einen Ansatz (,,Soll gelten: Pn=77p=0704(/<: > 1) > 0,90“), geht zum Komplement iiber
(,,Pn:77p:oyo4(k =0) <1-0,90,d. h.0,96™ < 0,10“) und 16st die entstehende Exponentialgleichung durch

beidseitiges Logarithmieren (100,96 < In0,10,d. h. n > {25:2 ~ 56,4, also n > 57%).

Fiir binomialverteilte Zufallsvariablen gilt = F(X) = np und 0 = npq = np(1 — p).

Jpd ez [puUnIS/op J-[qons Mmm VS-Ad DD
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12. Klasse TOP 10 Grundwissen (alter LP) 12

Testen von Hypothesen 04

Beispiel:

Eine Telefongesellschaft behauptet, in (mindestens) 97 % der Fille eine freie Leitung bieten
zu konnen. Es werden 200 Testanrufe durchgefiihrt. Bei welchem Versuchsausgang kann
man mit einer Irrtumswahrscheinlichkeit (Testniveau) von 5 % (,,95 % Sicherheit™) von einer
unwahren Aussage sprechen?

Einseitiger Test:

Treffer: Freie Leitung. Trefferw. p unbekannt. Bernoullikette der Lange n = 200.
Nullhypothese Hy: p > 0,97

Alternative H,: p < 0,97 (,,Die Telefongesellschaft ligt™)

Ein Test besteht in der Angabe einer Entscheidungsregel (ER).

ER: H, ablehnen, falls Hy % Ho
Trefferzahl £k < k. 1 097

T

T
Hg ablehnen ko ko +1 Ho nicht ablehnen
Liegt das Versuchsergebnis im Ablehnungsbereich, so wird H, verworfen (,,signifikante’
Entscheidung fiir /); andernfalls kann man H nicht verwerfen.

Beim Entscheidungsverfahren konnen Fehler auftreten:

Entscheidung Hj nicht abgelehnt H abgelehnt
Realitit \
Hy:p>0097 Richtiges Urteil «-Fehler (Fehler 1. Art)

Schwerer Irrtum (Zu Unrecht Vorwurf der Liige)
H,:p<097 [-Fehler (Fehler 2. Art) | Richtiges Urteil

Irrtum (zugunsten der Tel.ges.)

Die ER wird so festgelegt, dass der a-Fehler (H, abgelehnt, obwohl wahr) kleiner als die
vorgegebene Irrtumswahrscheinlichkeit ist:

B 900, p=007r ( k<ky )<0,05
—_——— N——

Hy abgelehnt ...
.. obwohl Hy wahr

Mit dem Stochastik-Tafelwerk folgt &£y = 189.
Die ER lautet also: H ablehnen, falls Trefferzahl k¥ < 189

Der (-Fehler hingt davon ab, welches p tatsédchlich vorliegt. Ist z. B. p = 0,95, so ist der
[-Fehler (die Telefongesellschaft fiir gut zu halten, obwohl sie es nicht ist):

Pn:200’p20’95(,,H0 nicht abgelehnt“) = Pn:2007p:0’g5(]€ Z ]{?0 -+ 1) =
= 1— Py_sgo,p—os(k < 189) = 1 — 0,41693 ~ 0,58

Die Wahl der Nullhypothese hidngt von der Interessenlage ab, d. h. welchen Fehler man als
a-Fehler unter Kontrolle haben mochte. Im Zweifelsfall hat in Priifungen der Angabentext
Vorrang; sonst wahlt man als H, das, was man mit Sicherheit ablehnen mochte, und als
Alternative H; das, was man beweisen mochte.

Jpd-epz [pUNIS/ep J-[qoNs MMM YV S-Ad DD
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12. Klasse TOP 10 Grundwissen (alter LP) 12

Geradengleichungen 05

Punkt-Richtungs-Form
Geraden sind gegeben durch einen Aufpunkt A (mit Ortsvektor
A) auf der Geraden und einen Richtungsvektor

X=A+Xi, MeR.

(Interpretation: Die Gerade besteht aus allen Punkten (z1|z2|z3), deren Orts-
1

vektor X = ( z2 > mit einer Zahl \ als A + \i darstellbar ist)

3

Zwei-Punkte-Form

Gerade durch die Punlgte Aqund B: Dann kann man z. B. A als

Aufpunkt und AB =B — Aals Richtungsvektor wihlen: B
Beispiel:

X=A+XB-4), XeR.
AaB
Gerade g durch A(2|6| — 1) und B(—1]0/2):

2 —1- 2 2 —3
g;)?:( 6)+)\( 0— 6):( 6)+)\(—6), A eRR.
-1 2—(—1) -1 3

Als Richtungsvektor kann auch ein Vielfa- 2 1
+ 2 1, NeR

ches gewihlt werden, also z. B.: g: X 6
-1

Als Aufpunkt kann jeder andere Punkt auf der Geraden gewihlt werden.

1

Lagebeziehung Punkt PP — Gerade ¢
Ob P auf g liegt, wird durch Einsetzen des Punktes in die Geradengleichung entschieden.

Beispiel: . 9 1
g: X = 6 | +A 2 1, AeRR.
-1 -1

5 2 1 =A=3
* P(5]12] — 4) liegt auf g, denn: 12 | = 6 |+ 2 Probe: passt!
—4 -1 -1 Probe: passt!

* (Q(1]4]3) liegt nicht auf g (siche ueb125.pdf, Aufgabe 1)

LotfuBpunkt F' eines Punktes P auf eine Gerade g; Abstand Punkt PP — Gerade ¢
[ als allgemeinen Geradenpunkt aufstellen; PE L, wo-

o bei u der Richtungsvektor der Geraden ist.
9 Der Abstand der Punktes P von der Geraden ¢ ist dann
Ja der Abstand von P und F'
Beispiel: . 5
P(|—1]4),g: X=| 2 |+x| 1]
—2 -5
Ansatz: Allgemeiner Geradenpunkt F'(7 4 2\|2 + A\| — 2 — 5A).
T4+2)2—1 2
PELa: | 242—(=1) |o| 1| =0(6+20) -2+ @+ +(=6-5))-(=5) = 0.
—2-5\—-4 -5

454 30\ = 0. A = —1,5. Einsetzen in Ansatz fiir /" liefert LotfuBBpunkt #'(4|0,5|5,5).
Abstand des Punktes P von der Geraden g:
3
d(P,g)=PF=|| 15 || =9+ 2257+ 225 = I35 ~ 3,67.
1,5
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12. Klasse TOP 10 Grundwissen (alter LP) 12

Ebenengleichungen 06

Parameterform

Ebenen sind gegeben durch einen Aufpunkt A (mit Ortsvektor A)
auf der Ebene und zwei Richtungsvektoren « und '

L
&

N
£

)Z':A+)\E+,m7, A€ R;

«# und U miissen linear unabhingig sein (d. h. miissen in ver-
schiedene Richtungen zeigen, diirfen nicht Vielfache voneinander
sein).! 0
(Interpretation: Analog zu Geradengleichungen — grund125.pdf)

ST

Fille, in denen die Ebene E durch andere Stiicke gegeben ist, fiihrt man (eventuell mittels
einer Skizze) auf die obige Punkt-Richtungs-Form zuriick:

e F durch 3 Punkte A, B, C' gegeben: L L
Aufpunkt A, Richtungsvektoren AB=B—-AundAC =C — A.

* F durch Gerade g : X = A+ A und Punkt P jé g gegeben:
Aufpunkt A, Richtungsvektoren & und AP =P A.

* [ durch sich schneidende Geraden g : X=A+ X iundh:X =B+ LU gegeben:
Aufpunkt A, Richtungsvektoren « und .

* [ durch echt parallele Geraden g : X=A+ /\g undh: X = B + LU gegeben:
Aufpunkt A, Richtungsvektoren « und AB =B - A

Beispiel:
Durch die echt parallelen Geraden

2 1 1 -2
g: X = 6 [+ A 2|, h:X=[4]|+A|] -4
—1 —1 3 2
) . g
ist die Ebene
2 1 -1
E:X= 6 | +A 2 | +p| —2
-1 -1 4

gegeben.

Parameterfreie Form (Koordinatenform, Normalenform)
— grund127.pdf Normalenform

Lagebeziehung Punkt — Ebene
Ob ein Punkt auf einer Ebenen liegt, wird durch Einsetzen des Punktes in die Ebenenglei-
chung entschieden. Dies geht besonders bequem mit der Normalenform.?

!Zwei linear abhiingige Vektoren @ und b, bei denen ein Vektor sich als ein A-faches des anderen darstellen
lasst, heiBen auch kollinear. Drei linear abhiingige Vektoren liegen in einer Ebene und heiflen auch komplanar.

2Mit der Parameterform ist dies analog zu Geraden — grund125.pdf méglich; dann muss man nach Einset-
zen des Punktes aus zwei Gleichungen A und p bestimmen und die Probe in der dritten Gleichung machen.
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12. Klasse TOP 10 Grundwissen (alter LP) 12

Normalenform und HNF von Ebenen 07

Normalenform (Koordinatenform, parameterfreie Form)
Eine Ebene kann gegeben sind durch einen Aufpunkt A und einen auf der Ebene senkrecht
stehenden Normalvektor 77 und ist dann die Menge aller Punkte X mit 7 o AX = 0, d. h.
iio (X — A) = 0, d. h. (nach Ausfiihrung des Skalarprodukts) 1, (1 — ay) + na(z3 — as) +
n3(zrs —a,) = 0 bzw.

n1x1 + Nay + nars — d = 0.

Bestimmung der Normalenform aus der Parameterform X=A+ i+ uo

Der Normalvektor 77 steht senkrecht auf den Richtungsvektoren « und v, also 7 = 4 x @

(— grund114.pdf), wobei man auch ein Vielfaches als Normalvektor verwenden kann. Da-
nach macht man den Ansatz nix; + noxs + nsxrs = d und erhilt d durch Einsetzen des
Aufpunkts A.

Beispiel:
1 2 1 2 4.5-3-3 11
E:Z=]2]+A 4 tul 3 x|3|=]32-51]|=| 1
1 ) 3 ) 1-3—-4-2 -5
Ansatz 11x; + x5 —5x3 A(1)2|1) einsetzen: d = 11 +2 — 5 = 8. Also

E 111’1+$2—5I’3 = 8.
Interpretation: Die Ebene besteht aus allen Punkten X (z1, z2, x3), fiir die diese Gleichung gilt. Durch Einset-
zen von Punktkoordinaten kann man also priifen, ob ein gegebener Punkt auf der Ebene liegt.

Besondere Lage: Ist d = 0, so liegt der Ursprung (0|0|0) auf der Ebene.
Istn; =0 (z. B. F': 209 — x3 = —2), so ist die Ebene parallel zur x,-Achse.

Lotvektor und LotfuBBpunkt
Die Koeffizienten in der Normalenform bilden einen Lotvektor zur Ebene.

11 0
In den obigen Beispielen sind 7ip = 1 | bzw. ip = 2 | Normalenvektoren (also Vektoren, die
-5 -1

auf der Ebene senkrecht stehen).

Um den LotfuBpunkt eines Punktes P auf einer Ebene F zu finden, stellt man die Lotgerade
durch P mit Richtungsvektor 77 auf (77 der Normalenvektor der Ebene F) und bestimmt den
Schnittpunkt mit der Ebene (— grund129.pdf).

Bestimmung der Hesseschen Normalenform (HNF)

Man bestimmt die Linge des Normalenvektors, dividiert die Ebenengleichung durch diesen
Wert und 16st die Gleichung nach 0 auf (bringt also die Konstante auf die linke Seite); erhélt
die Konstante dabei ein positives Vorzeichen, so multipliziert man die Gleichung mit —1.

( 1; )’ = /112 + 1+ (—5)2 = v/I47. Die
HNF lautet somit F(llxl + 9 — bwz —8) = 0.

Beispiel 2: Die HNF der Ebene ' : 229 — x5 = —2 lautet %(—21’2 +a3—2)=0.
Abstand Punkt — Ebene

Durch Einsetzen der Punktkoordinaten in der Term der HNF erhilt man den Abstand des
Punktes von der Ebene, wobei ein negatives Vorzeichen bedeutet, dass der Punkt im gleichen
Halbraum wie der Ursprung O(0/0]0) liegt (also auf der gleichen Seite der Ebene).
Beispiel:

Der Abstand des Punktes P(3| — 1|4) von der Ebene E : }(Hxl + 29— brz —8) = 0ist
d(P, Ey) = V?T’ und P und O hegen auf verschiedenen Seiten der Ebene. Der Abstand des
Nullpunkts O ist d(O, E;) = Der Punkt ()(4/4|8) liegt auf der Ebene E.

Beispiel 1: E : 112y + 2o — by = 8. |ii] =

v 147 ’
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Lagebeziehungen Gerade — Gerade

08

ja

Richtungsvektoren parallel (d. h. Vielfache voneinander)?

nein

Aufpunkt der einen Geraden
in die andere einsetzen

Geraden gleichsetzen

liegt drauf | liegt nicht drauf | eindeutige Losung | Widerspruch
identisch echt parallel schneiden sich windschief
Beispiele:
1 1 4 0,8 —0,4
gi: X = 2 —|—)\1 4 gs: X = 4 +)\2 gs: X = _0,8 +)\3 —O,6
1 3 8 0 -1
A1, A2, Az € R.

Lagebeziehung von ¢g; und gs:
Die Richtungsvektoren sind nicht parallel. Falls
nicht schon geschehen, miissen vor dem Gleich-
setzen die Parameter verschiedene Bezeichnungen
erhalten.

I 14+ A =442\ |- (—4)

I 244X\ =4+ 3\ |
I 143\ =8+5X
Aus zwei Gleichungen (z. B. I und II) A\; und A\,
berechnen:

—2=—12—5M\y;

mnl: M\ =-1
Probe mit der dritten (noch nicht verwendeten)
Gleichung: —2 = —2 (stimmt).
Die Geraden schneiden sich.
Schnittpunkt: \; in g; einsetzen (oder A\, in go):
S(0] —2| —2).

Ay = —2

Schnittwinkel sich schneidender Geraden

Lagebeziehung von g» und gs:
Die Richtungsvektoren sind parallel,

2 —-0,4
denn | 3 | =-0,2| —0,6
5 -1

Aufpunkt von g3 (0,8] — 0,8]0) in go
einsetzen:

0,8 4 2
08 | =1 4 3 |, also
0 8 5
0,8 = 4+2)y, also Ay =—1,6

—0,8 = 4+ 3\, Probe stimmt

0 = 8+ 5\, Probe stimmt.
Also sind g, und g3 identische Gera-
den.

Wenn sich zwei Geraden schneiden, so berechnet sich der Schnittwinkel aus den Richtungs-

vektoren 7 und 1, mit

|y o |

CoS p =

Beispiel:
1.244-3435

|1 ] - |y ]

Fiir obige Geraden g1, g, ist cos ¢ =

V14+16+9-/4+9+25

~ 0,9226, also ¢ ~ 22,69°.

Geraden schneiden sich senkrecht, wenn sie sich schneiden und die Richtungsvektoren auf-
einander senkrecht stehen (also deren Skalarprodukt u; o us = 0 ist).

Abstand paralleler Geraden

= Abstand des Aufpunkts der einen Geraden von der anderen Geraden (— grund125.pdf)

Abstand windschiefer Geraden

Ebenengleichung fiir die Ebene aufstellen, die g; enthélt und zu g- parallel ist (also mit g;
und Richtungsvektor u5), HNF aufstellen und Abstand des Aufpunkts der Geraden g, von
dieser Ebene bestimmen.
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12. Klasse TOP 10 Grundwissen (alter LP) 12

Lagebeziehungen Gerade — Ebene 09

Allgemeinen Geradenpunkt einsetzen in die Normalenform der Ebene
Eindeutige Losung Typ0 =1 Typ0 =0
schneiden sich echt parallel Gerade liegt in der Ebene
Beispiel: 9 1
g: X=111]14+A 0 E 1521 + 1229 + 20253 = 60
0 -3

Allgemeiner Geradenpunkt G(2 + A|1| —3X\)in E: 15(2+ A) +12-1+20- (—3)\) = 60;
A = —0,4; g und F schneiden sich.
Schnittpunkt: A in G einsetzen: S(1,6]1]1,2).

Schnittwinkel von Gerade und Ebene
Falls sich Gerade und Ebene schneiden, so berechnet man den Schnittwinkel aus dem Rich-
tungsvektor @ der Geraden und dem Normalenvektor 72 der Ebene mit

sing = 127
[ - |7
[1-15+0-12+ (=3) - 20|
V1I+0+9-+/225+ 144 + 400

Beispiel: Fiir die obigen g, E ergibt sich sin )= ~0,51316, also 1)~ 30,87°.
Besondere Lage
* Gerade und Ebene schneiden sich senkrecht, wenn der Richtungsvektor der Geraden
und der Normalenvektor der Ebene parallel (also Vielfache voneinander) sind.
 Ist@on = 0, so sind Gerade und Ebene parallel (echt parallel oder zusammenfallend,
kann entschieden werden durch Einsetzen des Aufpunkts der Geraden in die Ebene).

Abstand einer parallelen Gerade von einer Ebene
HNF der Ebene aufstellen; Abstand des Aufpunkts der Gerade von der Ebene bestimmen.

Achsenpunkte einer Ebene, Spurgeraden

Fiir Zeichnungen konnen die Achsenpunkte (Schnittpunkte einer Ebene mit den Koordina-
tenachsen) und Spurgerade (Schnittgeraden mit den Koordinatenebenen) niitzlich sein.
Achsenpunkt mit der x;-Achse: Punkte auf der z;-Achse sind von der Bauart A;(x1]0|0),

Einsetzen in die Normalenform liefert x;. L3y
Fiir obige Ebene F ergibt sich: A;(4]0(0), A2(0]5]0), A3(0]0|3). ?523
Spurgeraden konnen meist (— ueb129.pdf) berechnet werden ’;[
als Verbindungsgeraden der Achsenpunkte. A g;’
Fiir obige Ebene E ergibt sich z. B. als Spurgerade mit der y ”

4 —4 /
z179-Ebene: A1 As : X = ( 0 ) +o ( 5 ) o € R. 1«1’1 E

0 0 07,

71 Ay X2

Spurpunkte einer Geraden mit den Koordinatenebenen A ° Sy

ergeben sich als Schnittpunkte mit den Ebenen z3 = 0 (x122-
Ebene) usw. durch Einsetzen des allgemeinen Geradenpunkts.
Fiir obige Gerade g ergibt sich:

Mit zy29-Ebene: G in z3 = 0: —3\ = 0, A = 0, also S12(2|1]|0).
Mit x,z3-Ebene: G in x5 = 0: 1 = 0, kein Schnitt mit der z;x3-Ebene, g ist parallel dazu.
Mit zox3-Ebene: Gin x; = 0: 2+ A = 0, A = —2, also Sz3(0|1|6).

x1

Lot fillen (d. h. Punkt P auf Ebene E projizieren), P an E spiegeln — ueb129.pdf.
LotfuBpunkt eines Punktes P auf eine Gerade g — ueb129.pdf.
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12. Klasse TOP 10 Grundwissen (alter LP) 12

Lagebeziehungen Ebene — Ebene 10

Betrachte Ebenengleichungen in Normalenform
Gleichungen identisch Normalenvektor parallel, Normalenvektor
(d. h. bis auf einen Faktor) | aber Gleichungen nicht identisch | nicht parallel
identisch echt parallel schneiden sich
Beispiele:

1. E: 221+ 29— 5x3 =17und F; : —4x1 — 229 + 1023 + 34 = 0 sind identisch.
2. F:2x1 4+ x5 —brg=17und F, : —4x; — 229 4+ 1023 = —12 sind echt parallel.

3. F:2x1 +x9— bx3 = 17und F3 : x1 — 229 + 223 = —4 schneiden sich.
Zur Bestimmung der Schnittgerade eliminiert man (wenn nicht schon eine solche Glei-

chung vorliegt) eine Variable: E : 2r1 + x9 — dxg = 17 | -2
Fgl $1—23?2—|—2333:—4 |
(*) 51’1 — 8.1'3 =30

Da es sich um ein unterbestimmtes Gleichungssystem handelt (2 Gleichungen fiir 3
Variable), bedeutet die fehlende dritte Gleichung, dass man meist (— ueb120.pdf, Auf-
gabe 3e) eine Variable frei wihlen kann, d. h. man hat nun einen ,,Wunsch* frei in Form
eines Parameters, z. B.

T3 = A
in(x): x; = 6+:A
inE: xy = 17—23; +523=17—2(6+5\) +5X =5+ A
Die Schnittgerade lautet damit:

B T 6 % ) 6 8
X=|az | =[5 ]|+X]| 2 oderetwasschoner X =| 5 | + X | 9
T3 0 1 0 5

Schnittwinkel sich schneidender Ebenen
Falls sich die Ebenen schneiden, so berechnet man den Schnittwinkel aus den Normalenvek-

toren 77 und 77’ mit S
|72 0 77|
Cos P = T
7] - ||
Beispiel:

Fiir die Ebenen E und F}5 aus obigem Beispiel 3 ist cos ¢ = |f/}lﬁg52)j1(;i’ii‘ ~ 0,6086, also
p ~ 52,51°.

Ebenen schneiden sich senkrecht, wenn die Normalenvektoren aufeinander senkrecht stehen
(also deren Skalarprodukt 77 o 7/ = 0 ist).

Abstand paralleler Ebenen
HNF einer Ebene bestimmen; beliebigen Punkt auf der anderen Ebene wihlen (z. B. zwei
Koordinaten beliebig, dritte aus der Ebenengleichung berechnen) und dessen Abstand von
der anderen Ebene ermitteln.

Beispiel (mit den Ebenen £ und F3; aus obigem Beispiel 2):

2
( 1 )‘ =4+ 1+ 25 = +/30. Also HNF von E:
-5

Bestimmung der HNF von E: |7i| =

\/%(2.1'1 + Ty — 51‘5 — 17) =0.

Beliebiger Punkt auf F5, z. B. mit (?]0]0): (3|0]|0). Einsetzen in den Term der HNF liefert
den Abstand d(E, Fy) = |\/%(6 —17)| = 4

E

30°
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12. Klasse Ubungsaufgaben (alter LP) 12

Integration 01

mit dem ne-

e
1. Gegeben ist =
egeben ist f(x) =1
benstehenden Graphen.

2
(a) Berechnen Sie fiir A = [ f(x)dx eine Abschitzung nach oben, indem Sie wie
2
in der Abbildung die Streifenflichen berechnen und summieren.

(b) Berechnen Sie den exakten Wert von A (beachten Sie: Der Zihler ist Ableitung
des Nenners, also f(x) von der Bauart J]VV((;C))).
Um wie viel % weicht die Abschitzung aus Teilaufgabe (a) hiervon ab?

(c) Die Verkaufszahlen eines bestimmten Autotyps (in 100 000 Stiick) im Jahre z
(Markteinfiihrung vor zwei Jahren: * = —2) werden modellhaft durch die
Funktion f beschrieben.

2
Welche Bedeutung haben dann lim f (x)und [ f(z)dz in diesem Kontext?
T—00 9

(r — 2)2® und

2. Skizzieren Sie die Graphen zu den Funktionen mit f(z) = 31

g(z) = 3(«* — 4) und berechnen Sie

(a) den Inhalt A; der Flache, die vom Graphen von f und der z-Achse eingeschlos-
sen wird;

(b) den Inhalt A, der Fliche zwischen den Graphen von f und g;
2,5

(¢) A3 = | f(z)dz und deuten Sie das Vorzeichen hiervon;
1

(d) den Inhalt A, der Fliche, die von der Tangente an g im Punkt (—3|2,5), der -
Achse und dem Graphen von g eingeschlossen wird;

b
(e) bso, dass [ g(x)dx = 0 und deuten Sie die Ergebnisse.
0

3. Berechnen Sie:
@ [ T,
T
)
4
(b) [(63/z —5)dx
0

1
©) [z e dx
0
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12. Klasse Ubungsaufgaben (alter LP) 12
Wendepunkte, Integralfunktionen 02

Anwendungsaufgaben siehe ueb121.pdf, Aufgabe 1 (c), uebl17.pdf, Aufgabe 4,
grund110.pdf (Optimierungsaufgabe) und ueb103.pdf, Aufgabe 2.

1. Zu betrachten ist die Integralfunktion /(z) = [costdt, x € R.

M\ﬂ%a

Berechnen Sie den Term von ().
Zeigen Sie: 1(0) < 0 (obwohl cost > 0 fiir t € [0; 7]). Formulieren Sie eine Be-
griindung fiir diese Beobachtung.

2. (a) Untersuchen Sie f(z) = 27 — r auf Extrema und Wendepunkte (z-Werte und

Art geniigen jeweils).
—x* + 223 auf Extrema (2-Werte und Art geniigen)

(b) Untersuchen Sie f(z) =
und Wendepunkte. Zeigen Sie, dass bei x = 1 ein Wendepunkt vorliegt, und

berechnen Sie die Wendetangente in diesem Punkt.

(c) Untersuchen Sie f(z) = z* auf Extrema und Wendepunkte.

3. Bestimmen Sie fiir f(z) = 1 — 22 (siehe auch ueb116.pdf/Aufgabe 5) die Lage des

Wendepunkts.

Ly —
4. Gegeben ist die Funktionenschar fj mit fy(z) = i 5

T
Graphen fiir £ = 3und £ = —1.

2
. Das Schaubild zeigt die

{

|

i

i .

| k=21
|

|

1

1]

Bestimmen Sie die Lage des Wéndepunkts in Abhingigkeit vom Parameter k.
Uberzeugen Sie sich davon, dass sich fiir k = 3 die in der Abbildung gezeigte Lage
des Wendepunktes ergibt.

5. Berechnen Sie den Term einer achsensymmetrischen Funktion 4. Grades, deren Wen-
depunkt bei x = 1 liegt, wobei der Wendepunkt zugleich Nullstelle ist und darin die

Steigung 2 hat.

6. Zeigen Sie: I(x) = z - In %2 + 3In(z 4 3) — 7In 2 ist der Term der Integralfunktion
I(x) = [ n .
n 22 hat die Nullstelle - = 3. Was folgt daraus fiir den Graphen

Der Integrand f(t) =
von [?
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12. Klasse Ubungsaufgaben (alter LP) 12

Erwartungswert, Binomialverteilung 03

1. Erklédren Sie anschaulich die Bedeutung von (Z) in der B(n;p; k)-Formel.

2. Beim Lotto 6 aus 49 befinden sich 49 Kugeln in der Lostrommel, aus denen 6 ohne
Zuriicklegen gezogen werden.

(a) Der Spielteilnehmer hat vor der Ziehung 6 Zahlen auf dem Spielschein ange-
kreuzt. Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit (W.), dass sich unter den 6 gezo-
genen Kugeln genau 4 vorher angekreuzte befinden.

(b) Wie viele Moglichkeiten fiir die Ziehung 6 aus 49 gibe es, wenn die Reihenfolge,
in der die Kugeln gezogen werden, von Interesse wire?

3. Eine Maschine soll Papier auf eine bestimmte Léinge zuschneiden. Das Schneide-
werkzeug liefert nur zu 80 % korrekt geschnittene Blétter. Das Experiment soll als
Bernoulli-Kette betrachtet werden.

(a) Erscheint Ihnen die hierfiir notige Unabhiingigkeitsannahme gerechtfertigt?

(b) Geben Sie die W. an, dass sich unter 100 Blittern e mindestens 98
e hochstens 90 e mindestens 90 e mindestens 70 und hochstens 90
einwandfreie befinden.

(c) Das Schneidewerkzeug wird ausgetauscht, wenn unter 50 Bléttern weniger als
ko = 45 einwandfreie sich befinden. Wie grof} ist die W. fiir einen Austausch?
Wie muss die Zahl &, gedndert werden, damit die Austausch-Wahrscheinlichkeit
mindestens 99 % betrigt?

(d) Beim Zuschnitt entsteht — auf ganze mm gerundet — zu 3 % die Papierlinge
295 mm, zu 18 % die Linge 296 mm, zu 45 % 297 mm, zu 22 % 298 mm, zu 7
9 299 mm und zu 5 % 300 mm. Berechnen Sie Erwartungswert und Streuung.

4. In einer Klasse mit 25 Jugendlichen (davon 11 Maidchen) geben je 4 Buben und
Midchen an, fiir das Studium bereits Geld zu sparen.
(a) Es wird eine Person zufillig ausgewihlt. Mit welcher W. handelt es sich um ein
Midchen, wenn die ausgewihlte Person zur Gruppe der ,,Sparer* gehort?
(b) Nun werden nacheinander 4 Schiiler zuféllig ausgewdihlt. Zu betrachten ist das
Ereignis ,,Es wird genau ein Sparer ausgewihlt”. Zeigen Sie, dass sich die W. fiir
Ziehen ohne bzw. mit Zuriicklegen um mehr als 2 Prozentpunkte unterscheiden.
Warum ist der Unterschied bei Ziehen aus einer gro3en Personenzahl geringer?
Im Folgenden soll im Modell ,,Ziehen mit Zuriicklegen* gerechnet werden.

(c) Wie groB} ist die W., dass e friihestens die vierte gezogene Person weiblich ist,
e spitestens die vierte gezogene Person weiblich ist,
e die vierte gezogene Person die zweite weibliche ist?
(d) Berechnen Sie, wie oft das Experiment ,,Auswahl einer Person® durchgefiihrt
werden muss, um mit mehr als 99 % W. mind. einen ménnl. Sparer zu ziehen.
(e) Nun wird aus 200 Personen mit gleichen prozentualen Anteilen wie in der Schul-
klasse gezogen. Wie grof} ist die Zahl ;4 der zu erwartenden ménnlichen Nichtspa-
rer? Mit welcher Wahrscheinlichkeit erhidlt man genau diese Anzahl? Wie grof3
ist die Streuung o fiir diese Anzahl? Mit welcher Wahrscheinlichkeit befindet
sich die Zahl der gezogenen méannlichen Nichtsparer im Intervall [ — o; pu + o]?




A w1 1]

1] —

C

 —

AN

;J._‘
AN

AN

CC BY-SA: www.strobl-f.de/ueb124a.pdf

12. Klasse Ubungsaufgaben (alter LP)

12

Testen von Hypothesen

04

1. Eine politische Partei mochte bei der ndchsten Wahl die 5 %-Hiirde iiberspringen. Wie

sollte (auf 1 %-Signifikanzniveau) aufgrund einer Umfrage unter 200 Wahlberechtig-
ten entschieden werden, ob noch Wahlkampf hierfiir betrieben werden soll?

k
ko> B(1000; 225 4)
. In einem Kinderspiel wird aus den Ziffern ,,123456 je- i=0

ils di lirfelte Ziff trichen. Nikol -
WE1IS di€ gewurtelle Zi1er ausgestricnen. IN1Kola vermu 70,0135

tet, da nach 1000 solchen Spielen nur bei wenigen bereits

: i 8 0,0289
nach dem sechsten Wurf alle Ziffern gestrichen waren, 9 00557
der verwendete Wiirfel biete nur eine geringe Chance fiir ’
ein Sechs-Wurf-Spiel. Erstellen Sie einen entsprechen- 71 093 44
den Test auf 5 %-Niveau fiir Nikolas Vermutung (= H,/ ” 0,9588

Hy: Laplace-Wiirfel).

. Ein Hersteller, der in eine gro3e Ladung Natursteinplatten unterschiedliche Anteile 1.
Wahl und 2. Wahl mischt, mochte die Veridrgerung anspruchsvoller Kunden, die mehr
als 70 % 1. Wahl erwarten, vermeiden und fiihrt mit einer Stichprobe von 50 Stiick
einen entsprechenden Hypothesentest durch.

(a) Begriinden Sie Ihre Wahl von Nullhypothese und Alternative.
(b) Stellen Sie die Entscheidungsregel (ER) fiir einen Test auf Niveau 5 % auf.
(c) Wie ist bei dieser ER zu entscheiden, wenn 20 % der Stichprobe 2. Wahl waren?

(d) Wie gro8 ist bei dieser ER das Risiko des Herstellers, eine Lieferung irrtiimlich
nicht fiir gut zu halten, obwohl tatsidchlich 85 % der Steine 1. Wahl sind?

. In einer Gewinnshow behauptet ein Kandidat, anhand des unterschiedlichen Abnut-
zungsgrads der Spielkarten aus einem Rommé-Blatt (110 Karten, davon 6 Joker) mit
50 % Treffsicherheit blind eine Karte auszuwdihlen, bei der es sich um einen Joker
handelt. Er hat mit einem jeweils neuen Kartenstapel 12 Versuche, von denen er min-
destens 2mal ein Joker herausziehen muss. ) 6.
. B(12; 115: k)

(a) Berechnen Sie gemidB dem Grund- 0,5
satz ,,in dubio pro reo mit Hilfe des 0.4
hier abgebildeten Histogramms der ’
B(n; p)-Verteilung bzw. mit entspre- 0,3

chenden Formeln «- und 5-Fehler. 02

(b) Wie miisste die Entscheidungsregel

fiir einen Test auf 10 %-Niveau fiir 0.1 L

n = 48 Versuche gewihlt werden? -
0 6 12 k

(¢) Warum ist im Histogramm zu n = 48 W B(48; 1%); k)
der Berg schmiler als im ersten? 02 |

(d) Welche Moglichkeit ergibt sich dar- 0,1
aus, gleichzeitig a- und [-Fehler zu Jﬂ
verkleinern? 0 24 48
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12. Klasse Ubungsaufgaben (alter LP) 12

Geradengleichungen 05

2 1
1. Gegeben ist die Gerade g : X = 6 | +A 2 |, X2elR.
-1 —1

Priifen Sie, ob die folgenden Punkte auf g liegen:
Q(1]4]3), R(0[2(1), 5(5]0[2).
Berechnen Sie die Koordinaten eines Punktes 7" auf g mit 7°(?|7|0).
2. Zeigen Sie, dass die Punkte A(—2| — 2|8), B(4]4[4), C(2|2|%) und D(—17| — 17/18)

auf einer Geraden liegen, indem Sie die Gleichung der Geraden AB aufstellen und
zeigen, dass C' und D auf AB liegen.

3. Berechnen Sie den Abstand des Punktes D(2,5| — 0,5|1) von der Geraden AB durch
A(—1]—1]1) und B(2|—2|1) und berechnen Sie damit die Fldche des Dreiecks ABD.
Vergleichen Sie mit dem Vektorprodukt-Ergebnis (vgl. grund119.pdf).

4. Welche besondere Lage haben folgende Geraden im Koordinatensystem:

4
(a)g:)?:)\ 51, AelR.
—2
. 5 -1
(b) h: X = O | +u 01, pelR.
-1 1

5. Gegeben ist die Schar der Punkte P,(a|14|12 — 3a) mit dem reellen Parameter a.

(a) Geben Sie in Punkt-Richtungsform die Gleichung der Geraden ¢ an, auf der alle
Punkte P, liegen.

(b) Welche Lage haben die Punkte I 5, I und P, zueinander?
Welche Lage haben die Punkte P_;, Fy und P; zueinander?

3 2
6. (a) Gegeben ist die Gerade g : X = 1 1+7] -1 |, 7€l
-3 2

Wie lautet die Gleichung der Geraden p, die durch senkrechte Projektion von g
in die x;xo-Grundebene entsteht?

(b) Nun werde im zweidimensionalen Raum die Gerade y = —%x + 2,5 betrachtet.
Wie konnte diese Gerade in Punkt-Richtungsform beschrieben werden?
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12. Klasse Ubungsaufgaben (alter LP) 12

Ebenengleichungen 06

1. Das nebenstehende am Hang stehende Zelt ist gegeben durch
A(8]5|0), B(5]8|0), C(7|7|5), P(2|2|6) sowie die Geraden

. 3 -5
g: X=101]14+XX| -5 |,AeR,
1 1 7
B 3 -3 B 7
h:X=10|+p 3 |,peRundk: X=| 7 |+0o| =5 [,o0€R.
1 0 5 1

Stellen Sie Ebenengleichungen in Parameterform auf:
(a) Ebene E, die durch die Punkte A, B, C' gegeben ist.

(b) Ebene Es, die durch die Gerade k und den Punkt B festgelegt ist.
Uberzeugen Sie sich zuvor davon, dass der Punkt B nicht auf der Geraden F liegt.

(c) Ebene Ej3, die durch die beiden echt parallelen Geraden g und k& festgelegt ist.
(d) Ebene Ej, die durch die sich schneidenden Geraden g und h festgelegt ist.

4 1
2. Gegeben sind der Punkt A(2| — 3|1) und die Vektorend = | 4 |undv = | 1

2 4 1
(a) Warum ist X=| -=3|+x| 4|+ wl 1 |, A p € IR, keine Ebene?
1 0 0

(b) Betrachten Sie nun die Ebene £ mit Aufpunkt A und Richtungsvektoren , .
Wenn man fiir die Parameter nur Zahlen aus dem Intervall
[0; 1] zulésst, also A, pu € [0; 1], so erreicht man nur Punkte
im nebenstehend dargestellten, von « und v aufgespannten
Parallelogramm.
Zeigen Sie durch Einsetzen in die Parameterform, dass P(1| — 4|3) zwar auf der
Ebene, aber nicht im eben genannten Parallelogramm liegt.

3. Gegeben sind die Punkte A(3|0|3), B(6/16|5), C'(0|4]5) und D(4| — 3|2).

Warum kann man mit dem sog. Spatprodukt (— grund119.pdf) (1@ X @) o AD
priifen, ob die Punkte A, B, C, D in einer Ebene liegen?

Was bedeutet dies im Fall der hier egebenen Punkte fiir die lineare (Un-?)Abhéngig-
keit der Vektoren A5, AC und A

AT3
4. Gegeben ist die hier dargestellte Ebene E. A3(0[0]4) A

(a) Geben Sie eine Gleichung von £ an. 5l !

(b) Spiegeln Sie die Punkte A;(—6/0]0), Ay, A3 am W
Punkt Z(0]2|0) und stellen Sie damit die Gleichung 72 A
der gespiegelten Ebene E’ auf. T 2
T1pp Mogliche Vorgehensweise zum Splegeln der Punkte: o
ZA’ = ﬁ mit ,,Spitze minus Fufi** nach A’ auflosen. A'l

ey
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12. Klasse Ubungsaufgaben (alter LP)

12

Normalenform und HNF von Ebenen

07

1. Bestimmen Sie jeweils eine Normalform der folgenden Ebenen

11 1 —4

(a) By : 7= 2 1 +Al 2 |+p 21, MpelR
—10 0 5
2 1 -1

b) Er:d=| 6 | +A] 2 |+pu|—-2|, ANpelR
-1 -1 4
2 1 -1

(c) Bg: 7= 6 [+Al O | 4+ul O], NuelR
-1 -1 4

(d) Welche besondere Lage liegt jeweils vor?

(e) Alternativ zum Vektorprodukt ist auch eine Umwandlung von der Parameter- in
die parameterfreie Normalform moglich durch Eliminieren der Parameter.
Beispiel mit der Ebene F aus grund127.pdf:

I A
@y = 24+4M+3p |
23 = 143\+5pu |
—4xi+x9 = -2 —5pu |
—3xz1 43 = -2 —pu |- (=5)
E:1lxy 429 —bx3 = 8

Relativ schnell geht dies bei den Ebenen aus den Teilaufgaben (b) und (c); fithren
Sie dies aus!

(f) Lohnend ist die Methode aus Teilaufgabe (e) auch bei der Umwandlung von Ge-

raden im IR?. Bringen Sie auf diese Weise die Gerade X = < B ; ) +A < _?) ) ,

A € IR, auf die Form z9 = mz; + t.

. Stellen Sie die Lotgerade auf die Ebene F : 221 — 325 + 7x3 = 24 durch den Punkt
P(1]1] — 1) auf. Zeigen Sie, dass P nicht auf F liegt.

3 -2
. Schreiben Sie die Ebene E : 3 o | X — 0 = 0 in der Form
-1 9

n1xy + nea + nyrs = d und zeigen Sie dann, dass P(1]| — 4(6) auf £ liegt.

. Gegeben sind die Ebenen F : 311 — 225 + 623 = 14 und F': —z1 + 4xy + 23 = —12.
(a) Berechnen Sie jeweils die Hesse-Normalform (HNF)!

(b) Liegt der Punkt P(4|2| — 6) ndher an E oder an F'?

(c) Berechnen Sie die Koordinaten der Punkte (0]0|x3) auf der x3-Achse, die Ab-
stand 10 von der Ebene F haben.
(d) Welchen Gleichung hat eine Kugel um M (9]7|6), die die Ebene £ genau beriihrt?

Falls die Kugel £ um M den Radius 13 hat, welchen Radius hat dann der Schnitt-
kreis mit der Ebene E?
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12. Klasse Ubungsaufgaben (alter LP) 12

Lagebeziechung Gerade — Gerade 08

1. Weisen Sie die Lagebeziehung fiir die Geraden aus grund126.pdf nach:

2 1 1 )
g:X=| 6 |+x| 2 |.n:X=|4|+ul -4 |.\peRr
-1 -1 3 2

2. Gegeben sind die Geraden aus ueb126.pdf, Aufgabe 1:

. 3 -5 B 3 -3 . 7 -5
g: X = 0O |+A]l -5 |,h: X = 0 | +up 3 |,undk: X = 7 | +o| -5 |,
1 1 1 0 5 1

Ao € R
(a) Warum kann man die Lagebeziehung von g und A schnell sehen?
(b) Weisen Sie die Lagebeziehung von g und k nach.
-1 1 1 0
3. Gegeben sind die Geraden g;: X = [ —1 | + A 0l,g: X=12|+pn| 1],
1 -3 4 3
2 0 2 0
g3: X =440 2 |undgy: X = -4 +7 -3 |, \po17elR.
8 6 —16 -9
Untersuchen Sie jeweils die Lagebeziehung:
(a) g1 und gy; (b) g2 und gs; (c) g3 und ga; (d) g1 und g4;

falls sich die Geraden schneiden, bestimmen Sie auch den Schnittwinkel; falls die
Geraden parallel sind, bestimmen Sie auch den Abstand.

4. Gegeben ist das nebenstehende Oktaeder \Ta C

durch A(0/0/0), B(—6/0|0), C(—6|2v/3|2V6),
D(0[2v/3|24/6) und S(—3|3+/3|0).

(a) T ist der Schnittpunkt der Geraden g und
h, wobei g eine Parallele zu BS durch D
ist und h eine Parallele zu AS durch C'ist. o .
Bestimmen Sie die Koordinaten von 7'. \ /N

(b) Die im Bild gezeigte Gerade hat die Glei- N\
—4 -9 ™

chung YZ: X = 0|l+o 01, o .
2/6 0 L .

o € IR. /

1
Zeigen Sie, dass die Gerade Y Z und die
x3-Achse sich schneiden.

Erginzender Hinweis: Der Abstand der windschiefen Geraden AS und g kann hier
leicht bestimmt werden, da AS in der Ebene 3 = 0 und g in der parallelen Ebene
T3 = 2.6 liegt. Der Abstand der beiden windschiefen Geraden ist also 24/6.
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12. Klasse Ubungsaufgaben (alter LP) 12

Lagebeziehung Gerade — Ebene 09

0 1
1. Untersuchen Sie die gegenseitige Lage der Geraden g : X=| 9 |+\| -1 |, eR,
-7 1

A € IR, und der gegebenen Ebene; falls sie (@) E : 1y — oy — brg — 26
sich schneiden, berechnen Sie Schnittpunkt und '

Schnittwinkel, falls sie echt parallel sind, den Ab- (b)E:3x1 + 22 +2234+8=0

stand d(g’E> (C)E . 21‘1 +.I'2—|—2l'3 =35

2. Gegeben sind die Ebene £ : 477 + 225 — 1023 = 3 und mit dem Parameter k£ € IR
7 2

die Schar der Geraden gy, : X = 2 |+ k |, A € IR. Fiir welchen Wert des
-2 -5

Parameters & sind F und g (a) parallel, (b) senkrecht zueinander?

—4 4
3. Gegebensinds : X = | =3 | + A 3|, A € IR, sowie E; : 21 + 2x3 = 4 und
4 —2 E2 : 3:12'1 — 41'2 =0.

(a) Zeigen Sie, dass die Gerade s in beiden Ebenen £'; und E enthalten ist und somit
die Schnittgerade darstellt.

(b) Berechnen Sie fiir die Ebenen die Achsenpunkte und die Gleichungen der Spur-
geraden und fiir die Gerade die Spurpunkte. Zeichnen Sie die Ebenen und die
Gerade in ein Koordinatensystem.

4. Lot fillen (d. h. Punkt P auf Ebene projizieren), Punkt an Ebene spiegeln
Aus grund127.pdf ist folgende Vorgehensweise bekannt: Mit Aufpunkt P und Rich-
tungsvektor = Normalenvektor der Ebene stellt man die Gleichung der Lotgeraden auf
und schneidet sie mit der Ebene.

Beispiel: Lot vom Punkt P(—1| — 2,4| — 2,5) auf E : 1521 + 1225 + 2023 = 60:

2,5 20
60, 7 = 0,2, also FuBpunkt F'(2|0]1,5).
Spiegelpunkt P': FP' = PF,also P' — F = F — P, also P’ = 2F — P, hier also P'(5]2,4]5,5).
Berechnen Sie ebenso LotfuBpunkt und P’ fiir P(9|2| —5) und £ : 27 — 3x3 = 4.
5. LotfuBpunkt eines Punktes P auf eine Gerade g
Zur Bestimmung des Abstands eines Punktes P von einer Ge-
raden g kann anstelle des Verfahrens von grund125.pdf auch
durch den Punkt P eine Ebene senkrecht zu g aufgestellt wer-
den und die Gerade g mit dieser Ebene geschnitten werden.
Beispiel: P(1| — 1|4) und g7 aus Aufgabe 2.
Ansatz fiir E' : 221 + x9 — bx3 = d. Einsetzen von P liefert d =2 — 1 — 20 = —19.

g1 in E eingesetzt: 2 - (T +2\) + (2 4+ A) — 5(=2 — 5A) = —19; A = —1,5.
Ain g1 liefert F'(4|0,5/5,5) und damit Abstand PF = /13,5 wie in grund125.pdf.

Berechnen Sie so den Abstand des Punktes P(0|0| — 27) von s aus Aufgabe 3.

6. Wie kann man die Schnittpunkte der Geraden s aus Aufgabe 3 mit der Kugel 22 + 22 +
(3 4 27)? = 27% berechnen?

-1 15
Lotgerade [ : X = ( 24 )+T ( 12 ) in B: 15(—14157)+12(—2,4+127) +20(—2,5+207) =
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12. Klasse Ubungsaufgaben (alter LP)

12

Lagebeziehung Ebene — Ebene

10

1. Untersuchen Sie die gegenseitige Lage der Ebenen; falls sie parallel sind, bestimmen

Sie den Abstand; falls sie sich schneiden, Schnittgerade und Schnittwinkel.
(@) By : 201 — 29— 203 =6und Ey : 4r; — 29+ 8x3 =9
(b) By :2x1 —x9— 223 =6und Fy : —z1 + 0,5z9 + 23 =6
(¢) By : 14z — 29 + 23 =4 und Es : 3,521 — 0,529 + 115 =1

2. Geben Sie zur Ebene F : 1 — 225 — 3x3 = 4 die Gleichung einer Ebene F' an, die

1 -2
darauf senkrecht steht und die Gerade ¢ : X = 1 |+ 1 |, ) € IR, enthilt.
-1 5

. In der Situation von uebl28.pdf/Aufgabe 4 ist durch die
Punkte A(0]0/0), B(—60]0), C(—6]2v/3|2v/6), D(0|2v/3|2v/6),
S(—3|3v/3]0) und T(—3| — v/3]2V/6) ein Oktaeder gegeben.
Dabei sind alle Kanten gleich lang (z. B. |[AB| = |B — 4] =
V(E6-02 10210 = 6, |[AD| = \/0+ (2v/3 - 0)2 + (2v6 — 0)2 = 6),
und die Querschnittsflichen (z. B. ABCD) sind Quadrate (z. B. [/
AB o AD = (—6)-0+0-2V/3+0-2v6 = 0, also 4 BAD = 90°). ';L-/lA 2
(a) Die Ebene ASD hat die Gleichung F 45p : 6z, + V29 — 23 = 0. Zeigen Sie,
dass die durch die Punkte B, C' und T" gegebene Ebene parallel zu F 45 ist.
(b) Die im Oktaeder liegende Kugel um M (—3|+/3|1/6) mit Radius /6 beriihrt alle
Seitenfliachen, z. B. die Seitenfliche BC'T" im Punkt Q(—5| %\/g |§\/6)

Der Radius [M @] steht senkrecht auf der Tangentialebene, d. h. M @ ist Normalvektor der Ebene;
man kann nachrechnen, dass M (Q ein Vielfaches des Normalvektors der Ebene F 45 p ist.

Stellen Sie nun mit dieser Information die Gleichung der Parallelebene zu F 45p
durch den Punkt () auf, und zeigen Sie, dass der Punkt B darauf liegt.

(c) Der Mittelpunkt M der Kugel hat von der Ebene ABS und der Ebene ASD den
gleichen Abstand, liegt also auf einer winkelhalbierenden Ebene dieser beiden
Ebenen. Stellen Sie die Gleichungen dieser winkelhalbierenden Ebenen auf.

(d) Bei geeigneter Beleuchtung wirft das Dreieck AS D einen Schatten auf die x;x5-
Grundebene, so dass das projizierte Dreieck ASD’ bei D’ rechtwinklig ist und

2 —1
D’ auf der Geraden p : X=10]+2x V3 |, A € R, liegt. Wie kann D’
0 0

berechnet werden?
(e) Die z1x3-Ebene schneidet die Ebene Erpc : 3 = 2v/6 in der Geraden Y Z.
Berechnen Sie mit dieser Information eine Gleichung der Geraden Y 7.

(f) Das Viereck ABY Z ist ein gleichschenkliges Trapez mit Flicheninhalt 81/6.
(Y und Z konnen als Schnittpunkte der Geraden C'T" und DT mit der Ebene x5 = 0 berechnet
werden. Da die parallelen Geraden Y Z und A B beide in der x; z3-Ebene verlaufen, AB in Hohe
r3 = 0, YZ in Hohe z3 = 2+/6, ist der Geradenabstand d(Y Z, AB) = 2+/6 und somit die

Fliche Aapy 7 = 4B3YZ . (Y Z, AB)).
Die z1x3-Ebene zerlegt das Oktaeder in zwei Teile. Wie kann berechnet werden,
wie viel % die Pyramide ABY ZT vom ganzen Oktaeder ausmacht?
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12. Klasse Ubungsaufgaben (alter LP) 12

Kompakt-Uberblick zum Grundwissen K

1. Integration (siche auch grund121.pdf):
(a) Berechnen Sie die Fliche zwischen den Graphen: f(z) = 12°—1; g(z) = —2?—1.
(b) Mit welchen ,,Tricks“ berechnet man eine Stammfunktion von f(z) = 233”;1 ?
(c) Deuten Sie fé (0,252 — 2)dx elementargeometrisch!
2. Wendepunkte, Integralfunktionen (siehe auch grund122.pdf):
Bestimmen Sie den Wendepunkt der durch I(z) = [y (e’ — t)dt gegebenen Funktion.
3. Erwartungswert, Binomialverteilung (siehe auch grund123.pdf):
An einer Schule gibt es 12 Mathematik-Lehrer, davon 4 ,,gefiirchtete”*. Wie grof3 ist (bei
Zufalls- und Unabhingigkeitsannahme) die Wahrscheinlichkeit, in drei aufeinander
folgenden Schuljahren mindestens zweimal einen gefiirchteten Lehrer zu erhalten,
(a) wenn jedesmal ,,neu gewiirfelt wird,
(b) wenn jedes Schuljahr mit einem anderen Lehrer besetzt wird?
(c) Geben Sie Erwartungswert und Streuung fiir Teilaufgabe (a) an.
4. Testen von Hypothesen (siehe auch grund124.pdf):
Nach einer groen Untersuchung im Jahr 1973 glaubten ca. 25 % der Deutschen, dass
ein vierblittriges Kleeblatt Gliick bringt. In einer neuen Untersuchung werden 100
Personen befragt. Wie viele miissten dabei nun auf den Gliicksbringer vertrauen, damit
die Schlagzeile ,,Deutsche immer abergldubischer* auf 5 %-Niveau gerechtfertigt ist?

In den Aufgaben 5 bis 10 sind gegeben: Punkte A(0[1]4), B(—1| — 1]2), C(4]3|0), P(0|0|4)

e 1 . 2 0,5 . -3 0
und Geradeng : X = 0 |+A| 1|, h : X =|-7 |40 1],hy: X =| 10 |+7 ,
2 -1 2 1 7 1

w,o, 7 € R.

5. Geradengleichungen (siehe auch grund125.pdf):
Priifen Sie durch Aufstellen der Geradengleichung, ob C' auf der Geraden AB liegt!
Bestimmen Sie den Abstand der parallelen Geraden AB und h;.

6. Ebenengleichungen (siehe auch grund126.pdf):
g und der Mittelpunkt N von [AP] legen eine Ebene F; fest. Geben Sie deren Glei-
chung in Parameterform an!

7. Normalenform und HNF von Ebenen (siehe auch grund127.pdf):
Bestimmen Sie den Abstand des Punktes P von der Ebene Es, die A, B, C enthilt!
Geben Sie die Gleichung der Lotgerade [ auf E, durch P an!
Geben Sie die Gleichung der Kugel mit Mittelpunkt P an, die diese Ebene beriihrt!

8. Lagebeziehungen Gerade — Gerade (siehe auch grund128.pdf):
Welche Lage haben die Geraden g und hy zueinander? Falls sie sich schneiden: Be-
stimmen Sie Schnittpunkt und Schnittwinkel.

9. Lagebeziehungen Gerade — Ebene (siehe auch grund129.pdf):
Welche besondere Lage hat die Ebene Fs5 : 227 — 7x3 = 4 im Koordinatensystem?
Geben Sie die Schnittpunkte von £'3 mit den Koordinatenachsen und den jeweiligen
Schnittwinkel an.

10. Lagebeziehungen Ebene — Ebene (siehe auch grund120.pdf):

Gegeben sind Ey : 371 — 229 + 23 = —1und Ej : 221 + x5 + 3x3 = 4. Bestimmen
Sie die Schnittgerade s. (Ubrigens ist s mit g identisch.)
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12. Klasse Losungen (alter LP) 12

Integration 01
2,5 o
1. (C) A3_ f<1$3 x2)dx: [%1'4 _ %13 1’
(a) Da f streng monoton steigend 1 ]

ist, nimmt die Funktion jeweils
am rechten  Streifenrand ihren
grofiten Wert an. Daher ist A <
Summe Streifenbreite - Streifenhdhe

L f(~D+1F(0) +1- (1) +1-F(2) =

e 1+1 + eoe—i-l + e +1 + e2+1 ~ 2,38.
(b) 4 f f(@)dz = [In(e” +1)]%, =
In(e? + 1) In(e™? +1) = 2.

Die Abweichung 0,38 sind % =
0,19 = 19 % hiervon.

© Jlim f(z) = lim e = 1 be-
schreibt einen Sattlgungswert, dem
sich die Verkaufszahlen auf lange Dau-
er nihern.
Das Integral A beschreibt einen Ge-
samtbestand, d. h. die Gesamtzahl der
verkauften Autos im Zeitraum von vier
Jahren (seit Markteinfiihrung vor zwei
Jahren bis in zwei Jahren) gemil} die-
ser Modellierung.

(a) Wegen der Null- P 32/
stellen + = 0
und x = 2 \ 0 ‘

und wegen der \

Lage unterhalb t \\_/
der z-Achse ist -9
2 2
Ar=—[ f(z)de=— [(32° —2?)dx =
0 0
2

[t - -9 -k

(b) Schnittstellen: f(x) = g(z);
(r—2)2? = (x+2)(z—2); also z; = 2
oderz’=x+2,dhaz?2—z—-2=0,

144/1-41(-2) ~ 2
d. h l’2/3 = % (:;L .

1
Ay = J (f(0) = glo))dw =} | (-
3z + 4)dr = Fx‘l —

4 —8+5— (- (~1)—4) - &

=lost loss (L1~ _0,12<0

Von den Flichenstiicken, die zu die-
sem Integral beitragen, liegt mehr un-
terhalb als oberhalb der x-Achse.

(d) Berechnung der Tangente: ¢'(x) = z,
m=g'(—3)=-3, Ansatz y =—3x +1,
P einsetzen 2,5 = —3- (—3) +t liefert
t, also Tangente t(z) = —3z — 6,5.
Nullstelle der Tangente:
—3x —6,0=0,alsoxr = —7.
Das Fléichenstﬁck wird durch die Ge-
rade z = —12 zerlegt in zwei Teile:

6
_13
6

(9(z) =t(z))dx+ fjg( )dzx

13

2)dx = [éx‘g — Zx}z = 1p3—

6
2) =0, also

b

(e) g‘(%xQ_
2b— 0 = 0, also b(gb? —
bl - 0, 62/3 = :l:\/ﬁ

Bei b = 0 schrumpft die Fliche auf
eine Linie der Breite 0, also Fliache 0.

Bei b = £++/12 haben die Flidchenan-
teile ober- und unterhalb der x-Achse
gleichen Inhalt.

-1

(a) f‘”—“’ TS5y = [(x—1 -5 ?)de =

—2

[§x —ln|x|+5x*}7::f Inl—
5—(2-2—3)~—331
1 4 4
(b) [(6z3 — 5)d (630 —5:40 =
— 0~ 8,57
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12. Klasse Losungen (alter LP) 12
Wendepunkte, Integralfunktionen 02
1. 3.

I(x) = [sint]z =sinxz —sin§ =sinz — 1
I(0) =sin0—-1=-1<0

Die Fliche liegt zwar oberhalb der x-Achse,
aber ,riickwirts” integrieren (von 3 bis 0)
dndert das Vorzeichen.

2.

(@) f'(x) =8x%—1; f"(z) = 24z
Extrema: f'(z) = 0:2° = ;; o =
f"(3) = 6 = Min
Wendepunkte: f”(z) = 0: x = 0.

T

f" >0 0 f"> 0
Also Flachpunkt bei z = 0.
(b) f(z) = —42® + 622
f"(x) = —122% + 122
Extrema: f'(z) = 0:
—20%(20 —3) = 0; 212 = 0; w3 = 3
f'>0 f'>0 ff<0
steigt 0 steigt 3 fillt

1
5

]
T

Also Terrassenpunkt bei x = 0, Maxi-

mum bei z = %

Wendepunkte: f”(x) = 0:
—12z(x — 1) =0; 21 =0, 2 = 1.

|
T

ff<0 0 f'>01 f"<0
Also Wendepunkte bei # = 0 und
r = 1. Die y-Werte erhilt man durch

Einsetzen in f(z): f(0) =0, f(1) =

Wendetangente im Punkt (1|1):

m = f'(1) = 2. Ansatz: y = 2z + t.

Punkt einsetzen: 1 =2 -1+t = t.

Also Wendetangente: y = 2x — 1.
(©) f'(x) = 4a3, f'(x) = 1222

Extrema: f'(z) = 0: x = 0.

f/ <0 | f, >0 Also
fallt 0 steigt Min(0|0)
Wendepunkte: f”(z) = 0: x = 0.
% Also Flach-

>0 0 f”>0 punkt(0]0)

"(2)=—2"2=2x, f"(2)=22"3-2=2 —2
f'(z) p
f(x)=0:2=12=1

<0 >0 >0

re.- O‘ li.- i rechtsgekriimmt
¢ D WP (1/|0)

4.

k—(kz—2)-2x _ kx—2(kx—2) _ 4—kx
flf/( ) 23 (— kﬂ)ﬁ4 (4—kx) 322 ;:;a: 12 "
k(x) = 26 =

/(z) =0:2ka — 12 =0; x_g
Falls k = 0: Kein Wendepunkt.
Falls £ > 0:

Falls & < 0: e % -

li- 7 re- 0¢& D rechtsgekr.
WP(S|5 k%) fiir k = 3 also (2|1), stimmt.
5.
Ansatz wegen Achsensymmetrie mit gera-
den Funktionen: f(z) = ax* + bx? + ¢;
f(z) = 4az?® + 2bz; f"(x) = 12az* + 20
WP bei x=1: f"(1)=0: 12a + 2b=0 A
Nullstelle bei z=1: f(1)=0:a+b+c=0B
Steigung bei x=1: f'(1)=2: 4a + 2b=2 C
Aus A und C folgt 8a = —2,alsoa = —
Mit A folgt b = 2 mlt B dann ¢ = —2.
Also: f(z ):— ot + 327 - 8
Mittels Vorzeichenbetrachtung von f”
bestitigt man, dass bei x = 1 tatsdchlich ein
WP vorliegt (und nicht nur ein Flachpunkt).

6.

Falls I (x) = z-(In(z+3)—In(2z))+3 In(x+
3) — 71n 2 Integralfunktion, so muss deren
Ableitung den Integranden ergeben:

I'(x) = 1-In 52+ (m—? )43 55 =
(ac+3)

:1:+3 r—
Mlt Hllfe dieser Stammfunktlon kann nun
integriert werden:

flnw;jda; — @) = I(z) — I(1) =

I(z) = (1-Int2 +3In(1 +3) — 7In2) =
I(x) — (In2+43In4 — 7ln2) = I(x), denn
In4=1n2?=2In2.

Aus f(3) = I'(3) = 0 folgt, dass I bei x = 3
eine waagrechte Tangente hat.

re.- 6¢D re.- Y% linksgel;r.

»k\»—t
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12. Klasse Losungen (alter LP) 12
Erwartungswert, Binomialverteilung 03

1. Binomialkoeffizient (Z) ,.Wann unter den n Versuchen kommen die & Treffer.

6 43
2. (a) P(,4 Treffer*) = (()()) = 15903~ () 00097 = 0,097 %

3.

13983816
(b) 49 Moglichkeiten fiir die erste Kugel, dann 48 fiir die zweite usw., also 49 - 48 -
AT 46 - 45 - 44 = 42 = 10068 347 520
(a) Die Annahme ist zu hinterfragen, da z. B. einem im vorhergehenden Schritt zu
kurz geschnittenes Blatt ein ldngeres nachfolgen konnte.
(b) ¢ Po_100p—0s(k > 98) = B(100;0,8;98)+B(100; 0,8;99)+ B(100; 0,8; 100)
= (49)0,8%0,2% + ('57))0,8”0,2 + (}00)0,8%°
= 10999 . (,8%0,22 + 100 - 0,8°0,2+1-0,8'° = 6,8 - 10~®
* Pr—100p—0s8(k < 90) = 0,99767
* PnleO,p:O,S(k Z 90) = ]_ - PnleO,p:O,S(k S 89) == 1 - 0,99430 = 0,00570
* Pr100p=08(7T0< k< 90) = P00 p=08(k <90) — P—100p=05(k <69) =
0,99767 — 0,00606 = 0,99161
(©) Pu—s0p=0s(k < 45) = P50 p—0s(k < 44) = 0,95197
Fiir die zweite Frage soll gelten: P,,_50 ,—0.s(k <ko) = Pr—s0p=08(k <ko—1) >
0,99. Gemal Tafel ist dies fiir kg — 1 > 46 der Fall, also ko = 47.
(d) p=295-0,03+296-0,18+297-0,45+298-0,22+299-0,07+300-0,05 = 297,27

V(X) = (295 — 1)? - 0,03 + (206 — p)2 - 0,18 + ... = 11771, also o = 1,0849
(a) M: Midchen, S: Sparer. Ps(]\f) = P(PJ,‘E[Q)S) =i=1
(b) Ohne Zuriicklegen: P(E) = (1>2(53) = 0,43004 Differenz also

()

Mit Zuriicklegen: B(4; £;1) = (1)0,32 - 0,68° = 0,40247
Bei Ziehen ohne Zuriicklegen aus einer grof3eren Personenzahl verdndert das Zie-
hen eines Treffers die Wahrscheinlichkeit, im nédchsten Zug wieder einen Treffer
zu ziehen, kaum, so dass dann Ziehen ohne Zuriicklegen wie Ziehen mit Zuriick-
legen gerechnet werden kann.

(c) e+ Das heif}t, unter den ersten drei kein weiblicher Treffer:

Pr—3p—044(k = 0) = 0,56% = 0,17562
* Das heif3t, mindestens ein Treffer unter den ersten vier:
Przap=0aa(k > 1) =1 = Poypoaa(k = 0) = 1 - 0,56* = 0,90166
e Das heil3t, unter den ersten drei ein Treffer, dann wieder ein Treffer:
B(3;0,44;1) - 0,44 = (§)0,44 -0,56% - 0,44 = 0,18214

(d) Soll gelten: Pn:?,p:%(k >1)>0,99,als01— P,—7,-016(k = 0) < 0,01.
0,84" < 0,01; nIn 0,84 < In 0,01.

Da In 0,84 negativ ist, dndert sich beim Dividieren das Ungleichungszeichen:
n > ﬁ g:gi ~ 26,4, also mindestens 27.

(€) p=mnp=200-12=200-04=80. B(200;0,4;80) = 0,05751.

o = /np(1 —p) = /200 - 0.4-0,6 = 6,9282.
Pr—a00p—04(pt =0 <k < pi40) = Pr—ooop—0,4(74 < k < 86) =
Paso o4 (k < 86) — Pocsoopeoal(k < 73) = 0,82607 — 0,17423 = 0,65184

grofer als 0,02.
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12

Testen von Hypothesen

04

1.

Treffer: Befragte Person ist Wihler der Par-
tei, Trefferwahrscheinlichkeit p unbekannt.
Hy:p <0,05, Hi:p > 0,05

ER: H, ablehnen, falls Trefferzahl k > k.
a-Fehler: H, abgelehnt, obwohl wabhr, d. h.
zu glauben, die Partei liberspringt die 5 %-
Hiirde, obwohl sie nicht den dafiir notwendi-
gen Wiihleranteil hat (= schwerer Fehler):

a = Py, (H, abgelehnt) = Pn—20% (k>ko) <

0,01, d. h. Proon (k< Fp—1 ) > 0,99,
p=0,05 N——
18 (Tafel)

also ko = 19.
ER also: H, ablehnen, d. h. kein Wahlkampf,
falls mind. 19 Wihler in der Stichprobe.

2.

Treffer: Spiel mit sechs Wiirfen; hierfiir: 6
Mogl. beim ersten Wurf, dann 5 beim zwei-
ten usw., beim Laplace-Wiirfel also Treffer-

W.p = g:g:g:g:zﬁé = 7172706, sonst p unbekannt.
Ho:p > 7, Hiip < 7
ER: H, ablehnen, falls Trefferzahl k < k.

a= Py, (H, abgelehnt) = P metoo (k<ko)
< 0,05, Tabelle — kg = 8.
ER also: H, ablehnen, d. h. den Wiirfel si-

gnifikant ablehnen, bei < 8 Treffern.

3.

(a) Treffer: Steinplatte ist 1. Wahl, Tref-
ferwahrscheinlichkeit p unbekannt.
Hy:p <0,70, Hi: p > 0,70
a-Fehler: H, abgelehnt, obwohl wahr,
d. h. zu glauben, die Steinplattenmen-
ge sei hochwertig, obwohl sie nicht
den notigen Anteil hat — Verdrgerung
des Kunden, schwerer Fehler.

(b) ER: H, ablehnen, falls k& > k.
a = P50 p—0,70(k > ko) < 0,05,
dh Paso (k< ko—1 )>0,95,
——

p=0,70

40 (Tafel)
also ko = 41.

ER also: H, ablehnen, d. h. Steinplat-
tenmenge fiir gut halten, falls mind. 41
Platten 1. Wahl in der Stichprobe.

(c) Bei 20 % von 50 = 10 Steinen 2. Wahl,
d. h. 40 Steine 1. Wahl, geniigt dies also
nicht, um die Lieferung fiir signifikant
gut zu halten (weitere Tests notig).

(d) = Pr=s0p—0,35(k <40) (Tatel 0,20891

4,

(a) Treffer: Kandidat zieht Joker, Treffer-
wahrscheinlichkeit p unbekannt.
a-Fehler: Den Kandidaten aufgrund der
Trefferzahl k fiir unbegabt halten, ob-
wohl der in Wirklichkeit gut ist. Daher:
Ho:p =05, Hi:p= 5.

ER: H, ablehnen, falls k < 1.

a = Py, (H, abgelehnt) =
Pr—12p=6/110(k < 1) = 0,51 + 0,35 =
0,86 (Histogramm erste zwei Balken).
f = Py, (Hy nicht abgelehnt) =

Poa2 (k>2)=1—Pun2 (E<1)=

p=0,50 p=0,50

1— (0524 (1?)0,5'0,51) = 0,9968
(b) ER jetzt: Hy ablehnen, falls k& < k.

a = Phougp—6/110(k < ko) < 0,10,
im Histogramm werden von 0 bis kg
so viele Balken genommen, dass die
Summe der Wahrscheinlichkeiten un-
ter 0,10 bleibt, also nur der erste, also
ko = 0. Bereits bei einem erkannten Jo-
ker kann die Hypothese eines ,,Zufalls-
treffers” nicht angenommen werden.
Dies beweist zwar noch nicht die Begabung
des Kandidaten, der Kandidat wird sozusagen
,,mangels Beweisen™ (,,in dubio pro reo™) frei-
gelassen.

(c) Aufgrund der unterschiedlichen Skalie-
rung der k-Achse miisste die zweite
Graphik eigentlich 4-mal so breit ge-
zeichnet werden; jedoch ist die Streu-
ung /npq nur V4 = 2-fach, so dass
sich im Histogramm ein schmélerer
Berg ergibt.

(d) Durch Erhohung des Stichprobenum-
fangs konnen beide Fehler verkleinert
werden.
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Geradengleichungen 05
1. 4.
(@ liegt nicht auf g, denn: (a) Aufpunkt (0[0]0), also ist g eine
1 2 1 = A=-1 Gerade durch den Ursprung des
4 | = 6 |+A 2 v Koordinatensystems.
3 —1 —1 “
R(0[2|1) liegt auf g, denn: (b) xo-Komponente konstant 5, also ist
0 9 1 A= h parallel zur z;x3-Ebene.
2 | = 6 |+ 2 Probe: passt! 5
1 -1 -1 Probe: passt! ’
. . ) (a) Die Punktkoordinaten konnen
S liegt nicht auf g, denn: ] ; ) .
5 9 1 direkt in eine Geradengleichung
o l=1 6 l+ar] 2 =>A=3 iibertragen werden (,,allgemeiner
9 1 1 4 Geradenpunkt riickwirts®):
0 1
Fiir die x3-Koordinate von 7" gilt: 0 = —1 — A, g X=| 14 |+a 0|,
also A = —1, also T'(1[4/|0). 19 _3
a € R.
-2 6 . . S .
AB: X =| —2 |+ 6| reR (b) Die drei Punkte hal?en jeweils glei-
8 4 chen Abstand voneinander.
C liegt auf g: Wihle A = 2 Méogliche Formulierungen:
D liegt auf g: Wihle A = —2,5. Py 5 ist Mittelpunkt von Py und P;.
3. P_4 ist der Spiegelpunkt von P; bei
. —1 3 Spiegelung am Punkt F.
AB: X=| -1 |+X| -1 |, Xel.
1 0 6.
Ansatz: F'(—1+3A =1 = A|1). (a) Die x3-Koordinate wird 0:
—14+3X—-25 3 5 5
DF1g,also —1—A—11—£),? o —(1] = 0. p:)?: S
(=354 3\) -3+ (=05 — A) - (1) + 0 = 0. 0 "R
—10+ 10A = 0. A = 1. Also F'(2| — 2|1). '
Abstand d(D, AB) DF| = (b) y-Achsenabschnitt (0[2.5) als Auf-

=/(2-25)2+ (240,52 + (1 - 1)2 =
= V25
Dreiecksfliche Aapp: [DF] ist die Hohe im
Dreieck ABD auf der Grundlinie [AB], also
Aapp = 3AB - DF =
=15+ (C12 - V5= 1
Gleiches Ergebnis bei Berechn % mit dem
Vektorprodukt: A pp = 2|A xAD| = 2 (vgl.
ueb119.pdf, Aufgabe 2(c)).

punkt. Wegen Steigung —= RlCh-
tungsvektor ,,2 nach rechts, 1 nach
unten‘‘, also

- 0 2
£=(5) (),
Ae R

Dies ist iibrigens die in die zjz9- bzw.
zy-Grundebene eingebettete Gerade aus
Teilaufgabe (a), denn der Punkt (0|2,5]0)
liegt auf p, wie man mit 7 = —1,5 sieht.
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12. Klasse Losungen (alter LP) 12
Ebenengleichungen 06
. . L L 8 -3 —1
. @ B : X=A+XB-A)+ulC—-4) =151+ 3| +u 2 |,
0 0 5
A, i € IR. (Méglich sind auch Losungen z. B. mit X = B + M(A — B) + u(C — B)).
5 7 -5 liefert 5 = 7 — 50, also 0 = 0,4, Probe
M) Bink:| 8 | = 7 |+0o]| =5 in zweite Gleichung 8 = 7 — 50 Wider-
0 5 1 spruch, also B nicht auf k.
. 7 -5 —2
Ey: X=|T7|+X| =5 |+pu 1 1.\ pelR.
g 1 = (7/7]5)
. 3 -5 4
) Es: X=| 0 |+A| =5 |+u| 7|, NuelR.
1 1 4
. 3 -5 -3
d Ey: X=|0|+A| =5 |+u 3 [, A pnelR.
1 1 0

2. (a) Da der erste Richtungsvektor das 4-fache des zweiten Richtungsvektors ist, zei-
gen diese beiden in die gleiche Richtung, sind also linear abhéngig, so dass keine
Ebenengleichung entsteht.

et (36

Erste und dritte Zeile liefern 1 = 24+ 4A 4+ pund 3 = 1 + A, also A = 2 und
1 = —9. Probe in zweite Zeile —4 = —3 4 4\ 4 p stimmt. Also liegt P auf F,
wegen A ¢ [0; 1] aber nicht im Parallelogramm.

3. % des Spatprodukts gibt das Volumen der Pyramide mit den Eckpunkten A, B,C, D
an. Ist das Volumen 0, so liegen A, B, C, D in einer Ebene. Spatprodukt hier:

3 -3 1 24 1
(ﬁx@)oﬁ: (( 16) X ( 4 ))o( -3 ) = (12)0(3 ) =24+36—60=0.
2 2 —1 60 -1

Also liegen die Vektoren in einer Ebene und sind somit linear abhéngig.
4. (a) Mit den Punkten A;, A5(0[4|0), As stellt man die Gleichung der Ebene auf:

) —6 6 6
E:X=| 0o|+x| 4 |+ulo0 ]|, \pueRr
0 0 4

— = 5 o = = . =
(b) ZA, = ﬁ also A, — 7 = Z — A;, also A} = 27 — A; liefert A’(6]4/0),
A5(00]0), A3(0[4] — 4).
Mit diesen Punkten stellt man die Gleichung von £’ auf:

) 6 —6 —6
E:X=|4|+x] =4 |+u| 0|, \peR.
0 0 —4
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Normalenform und HNF von Ebenen 07
2.
. 1 —4 10 P ¢ FE, denn Einsetzen von P in F liefert
(@ m=12]x 2= -5 |oder o5 3 7294 Widerspruch.
0 ) 10 1 9
2 Lotgerade: X= 1 |+A] =3 [LA e R
bequemer mit dem %—fachen —1 1 7
2

(b)

(©)

(d)

(e

®

Ansatz: 221 — x9 + 223 = d. Einsetzen
von (11|2| — 10) liefert d = 0.

Also Fy : 221 — xo + 223 = 0.

1 -1 6
n= 2 x| =2 |=| —3 [ oder
-1 4 0
bequemer mit dem %—fachen —1

Ansatz: 2r; — x5 = d. Einsetzen von
(2|6] — 1) liefert d = —1.

Also EQ : 233'1 — X9 = —2.

1 —1 0
n= 0| x 0 |=|—-3 [ oder
-1 4 0
0
bequemer mit dem — %—fachen 1
0

Ansatz: xo = d.
Einsetzen von (2|6| — 1) liefert d = 6.

Also E3 : x5 = 6.
E; geht durch den Ursprung, FEs ist

parallel zur z3-Achse, F5 ist parallel
zur x1x3-Ebene.

ZUEQZ $1:2+)\—,U ‘(—2)
—21’1+I2:2

Zu FE5: Zweite Zeile o = 6 liefert di-
rekt die parameterfreie Form.

23 =2—3\ |-2
31’1+2ZL‘2 :7, also ) :3,5—1,51'1.

3

Skalarprodukt ausfiihren: 3(z; + 2) + 3o —
(x3 —9) =0, also 321 + 3zy — x3 = —15.
P in E ergibt eine wahre Aussage:
3:1+43-(—4) — 6 =—15 (wahr).

4.

(a)

(b)

(©)

(d)

3

eg|=]| 2 ||=v9+4+36=T,
6

HNF: E : 1(3z;—225+623—14) = 0.
—1

el =] 4 ||=vV1+16+1=18,
1

HNF: I 1 o2 (01 — 4wy —13—12) = 0.

Mit der HNF berechnet man den Ab-
stand des Punktes P von den Ebenen:

d(P,E) =
|%(3-4—2-2+6-(—6) — 14)|=6.
d(P, F):|3—\1/§(4—4-2—(—6)—12)\ =
10~ 2.36.

3v2
Also liegt P niher an F'.

Bei Einsetzen in die HNF muss 10

oder —10 resultieren:

(625 — 14) = £10, also

T3 = %, die gesuchten Punkte

sind also (0]0|14) und (0[0] — 2*).

Radius r = d(M, E) =
2(3:9—-2-7+6-6—14)| =5.

Also Kugel (— grund114.pdf):

(ZEl - 9)2 + (IL‘Q - 7)2 + (1'3 - 6)2 = 25.

Aus der Skizze erkennt man, dass der

Radius R des Schnittkreises mit Py-

thagoras berechnet werden kann:

M, :
13 'k
52+ R? = 13% also _> S~ E

R=12.
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Lagebeziehung Gerade — Gerade 08

1.

Parallele Ri.vektoren ), = (—2)1,.
Aufpunkt von h (1]|4]3) liegt nicht auf g
(denn1 =2+ X,4=64+2)\,3=—-1—2AX
ergibt aus erster Gleichung A = —1 im Wi-
derspruch zur dritten Gleichung).

Also sind g und A echt parallel.

2.
(a)

(b)

(a)

(b)

g und h haben gleichen Aufpunkt A,
die Ri.vektoren zeigen aber in ver-
schiedene Richtung (nicht Vielfache).
Also schneiden sich g, h in A(3|0[1).
g und £ haben gleiche Ri.vektoren.
Aufpunkt von k (7]7|5) liegt nicht auf
g(denn7=3—-5)\T7T=0—-5)\5=
1+ M fiihrt bereits in den ersten beiden
Gleichungen zum Widerspruch). Also
sind g und k echt parallel.

Ri.vektoren ), iy sind nicht parallel.
Gleichsetzen ergibt
—1+A=1,-1=2+4p,1 -3 =4+3pu.
Also A = 2, u = —3, Probe in dritte
Gleichung stimmt.

Also schneiden sich g; und g,.
Schnittpunkt S(1| — 1| — 5).
Schnittwinkel ¢ aus cos ¢ =

‘ﬁloﬁgl —
|t ]| 2|

|1-04+0-14+(—3)-3| __ N .
ViTor5-vorrrs — 0)9» also pAs25,84°

Ri.vektoren s, i3 parallel (u3 = 2us).
Aufpunkt von g3 (2|4|8) eingesetzt in
g0 ergibt bereits in der ersten Zeile 2 =
14 0p einen Widerspruch, also sind g
und g3 echt parallel.

Abstand des gs-Aufpunkts A(2]4]8)
von der Geraden g5:

FuBpunkt X als allg. go-Geradenpunkt
ansetzen: X (1|2 + p|4 + 3u). Bedin-
gung: AX 1 gs, also AX o uy = 0;

1-2\ /0 A .93
24+p—4 ol 1 ]=0; 7 9
4+3u—-8) \3 —
(—1)-04+(—2+4p)-1+(—4+3p)-3 = 0;
10 = 14; = 1,4; also X (1|3,4]8,2).

(c)

(d)

(a)

(b)

(Fortsetzung von Aufgabe 3(b))

Gesuchter Abstand d(gs, g3) |zﬁ |

= /(1-2)2+(34—4)2+(8,2—8)?
=+/1,4~1,18.

Ri.vektoren ||y (@4 = —1,5U3).
Aufpunkt von g4 (2| — 4| — 16) einge-
setzt in gs ergibt 2 = 2, —4 = 4 + 20,
—16 = 8 + 60; aus zweiter Gleichung
also 0 = —4, Probe in erster Glei-
chung stimmt sowieso, in dritter Glei-
chung —16 = 8+6-(—4) stimmt eben-
falls, also sind g3 und g, identisch.
Ri.vektoren 1, 1, sind nicht parallel.
Gleichsetzen ergibt —1 + \ = 2,
—1=—-4-371,1-3\=—-16 — 9.
Aus erster und zweiter Gleichung fol-
gen A = 3 und 7 = —1; Probe in
dritter Gleichung —8 # —7; g; und g,
sind also windschief.

Aufpunkt von ¢ ist D, Richtungsvek-

-3 —(-6)
torvongistm: ( 3v3-0 ),al—

0-0

0 3
sog:)?:<2\/§>+)\<3\/§).
26 0

—6 -3
Analog h : X=|2s3 + 1 (3\/3)
2v6 0
Gleichsetzen liefert 3\ = —6 — 3y,
2v/343v3A =23+ 331,26 =
21/6. Multiplikation der ersten Glei-
chung mit v/3 und Addition der zwei-
ten Gleichung liefert 23 + 63\ =
—44/3,also A = —1, u = —1 und so-
mit Schnittpunkt 7'(—3| — v/3]21/6).

. 0 0
r3-Achse: X = 0 | +7 | 0 |].
0 1

Ri.vektoren nicht parallel. Gleichset-
zen: —4+20=0,0=0,2v6 = 7.
Also 0 = 2, 7 = 21/6, Probe in zwei-
ter Gleichung stimmt. Somit schnei-
den sich Y Z und die z3-Achse.
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12. Klasse Losungen (alter LP)
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Lagebeziehung Gerade —

Ebene 09

1.
Einsetzen des allgemeinen Geradenpunkts
(A|9 — 4X| — 7+ A) liefert:
(@) A—(9—4N\)=5(=T+\) = 26;26 = 26
(wahr); g liegtin E.
®) A+ (9—4\) +2(-7T+ N +8=0;
A = —3; g und E schneiden sich im
Punkt S(—3|21] — 10).
Schnittwinkel 1): sin ) =

L3+(—4)1+12] e
VIT16+1v0r1+4d 0,063; ¥ ~ 3,61°.

(©) 2A+(9—4N)+2(=T4+)\) =5; =5 =5;
g und E sind echt parallel.

HNF von E: 7] = v4+1+4 = 3,
also E : (23:1 + 29 + 223 — 5) = 0;
d(g,E) = |5(2:0+9+2-(=7))| = 2.

(a) Die Bedingung w o7 = 0 liefert 2- 4 +
k-24(=5)-(—10) = 0, also k = —29.
(b) Richtungsvektor # und Normalvektor
77 miissen Vielfache sein. An der er-
sten/dritten Koordinate sieht man, dass
@ = i seinmuss, also k = 1 -2 = 1.

(a) Einsetzen von s in F; bzw. Ey:
—44+4X+2(4—2)\) = 4; 4 = 4 (wahr);
3(—4+4X\) —4(-3+3X\)=0;0=0
(wahr); also liegt s in F/; und Es.

(b) Achsenpunkte A; von F; mit der x;-

Achse: A;(4]0]0), A3(0]?]0) existiert
nicht, A3(0/0]2).
Also ist F; parallel zur z5-Achse, so
dass auch die Spurgeraden mit der
x122-Ebene und mit der x,23-Ebene in
xo-Richtung zeigen (siehe Skizze):

4 0
5122X: 0 +M 1 ,/JJG]R,.
0 0
B 4 —4
s;3:X =0 |4+ 0 ],0eR.
0 2
. 0 0
SQgIX: 0 +T 1 ,TGIR.
2 0

(Fortsetzung von 3 (b))
Achsenpunkte B; von FE; mit der
x;-Achse:  B1(0/0|0),  B»(0]0]0),
Bs(0|0]7): Alle Punkte Bs liegen in
FEs, d. h. E5 enthilt die x3-Achse, die
somit zugleich Spurgerade mit der
z123- und der x9x3-Ebene ist:

~ 0 0
X=[o]|+r|o0]|,reR.
0 1

Fiir die Spurgerade mit der xjxs-
Ebene bendtigt man einen weiteren
dort in F5 liegenden Punkt, z. B. mit

(4|3\0):X':( 8 )+t(§),te]ﬁ.
0 0

Spurpunkte von s: A T3

Mit r122-Ebene \&2

w3 =0:4-2A=0; %\ F

A= 2; 512(4|3‘0) S 9

Anal it s >
nalog mit xjx3 3

und :)sgmg—Ebeni:

S13 == SQB(O‘O’Q) T

4,
Lotgerade [ : X =

9+ A—3(—5—3)) =
Spiegelpunkt P": FP = P—F", also P'— F =

F — P,also P/ = 2F — P, also P'(5]2|7).

5.

Bild analog ueb129.pdf. Ansatz fiir Ebene
durch P senkrecht zu s mit Normalvektor =
Ri.vektor der Geraden: 4z + 3z9 — 23 = d.
Peinsetzen: 4-0+3-0—2-(=27) =d,d =
54, also Ebene: F : 4x; + 3x3 — 223 = b4.
sin B 4(—444X0)+3(—34+3)\)—2(4—-2)) =
54; A = 3 in s einsetzen: F'(8|6| — 2).

Abstand d(P, g) = PF =
V(8=0)2 + (6-0)2 + (—2+27)2 =529
6.

Allgemeinen Geradenpunkt in Kugelglei-
chung einsetzen: (—4+4X)? + (—343\)? +
(4 — 2X\ + 27)? = 729 liefert quadratische
Gleichung mit zwei Losungen fiir A.
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12. Klasse Losungen (alter LP)

12

Lagebeziehung Ebene — Ebene

10

1.

(a) F4y und FE5 schneiden sich (Normal-
vektoren sind nicht Vielfache).
2371—.%'2—2133:6 |4
41]1—ZL’2+81'3:9 |
1221 — bxy = 33
T = A
12\ — bzy = 33, also x5 = 2,4\ — 6,6
20—(2,4X—6,6)—2x3="06; x3=0,3-0,2\
Schnittgerade:

0 1
X=[ -66 |+A[ 24 |, 2eR
0,3 —0,2

Schnittwinkel: cos p =
2:44+(=1)-(=D+(=2)-8] _ 7. . .
VAirit4/16411r64 27’ prT74,97°.

(b) E; und FEs sind echt parallel (denn
Es|-(—2) ergibt 221 —x9— 223 =—12).
HNF von Ey: |fiy| = v4+1+4=3,
also I : %(2:{:1 —xy — 223 — 6)=0.
Punkt auf FE,: P(0]0]6). Abstand:
d(Ey, Ey) = |%(0—0—2-6—6)\ = 6.

(c) E; und E» sind identisch (denn Mult.
der E5-Gleichung mit 4 ergibt £).

2.
F muss in Ri. der Geraden und in Ri. des
Normalvektors der Ebene E verlaufen, also

-2 1 7
Normalvektor 1|x[-2|=|-1],und I
) -3 3
enthilt den Geraden-Aufpunkt A(1|1| — 1).

Ansatz: F' : Tx1 —29+3x3 = d, A einsetzen:
7—1—3:d,alsoF:7x1—$2+3$3:3.

' L [-6 0 3
(@) Eger: X :( 0) +A (2\/3) +1 (—\/g)
0 21/6 216

0 3 18v2
ﬁ:<2\/§> X (\/ﬁ) = ( 6\/6).
26 2v6 —6v3

Ansatz 18211 +6v/6x5 — 61323 =4,
B(—60/0) einsetzen: d = —108v/2.
Division durch 6v/3 ergibt Epcr
\/éxl + \/§x2 — I3 = —6+/6, also mit
E 45¢ paralleler Normalvektor.

(b)

(c)

(d)

(e)

®

Ansatz fiir die Parallelebene: /61, +
V2x5 — x5 = d, Einsetzen von Q lie-

fert \/6$1 + \/§$2 — X3 = —6\/6

Einsetzen von B — wahre Aussage.

HNF von E4sp: |7i]|=v/6 +2 + 1=3,
also Exgp : %(\/éxl—kx/ﬁxg—xg)zo.
HNF von E 455 : x5 = 0.

Fir Punkte P mit gleichem Ab-
stand von FEsps und FEugp gilt
d(P, EABS) = d(P, EASD)7 also (mlt
HNEF): |3 (V621 4+ V210 — 23)| = |23].
Winkelhalbierende Ebenen also:

Ew: : %(\/6I1 + 229 — r3) = +3,
d. h. 6z, + V219 — 4rs = 0 und
Eyo: %(\/61:1—1—\/5@—933) =—x3,d. h.
\/6551—1-\/51'2—1—23:3 =0 (wobei M € Eyys).

D’ wird als allgemeiner Geradenpunkt
von p angesetzt: D'(2 — \|v/3)|0).

ﬁLﬁ, also jﬁ o SW = 0, also
(2—=N) - (2= A+3)+V3X- (V3A -
3v/3)+0 = 0, also 4\2 —16A+10 = 0.
mlmg—Ebene: To = 0. ETDC . X3 :2\/6
Bei diesem unterbestimmten Glei-
chungssystem liegen x» und x5 bereits
fest. Frei wihlbar ist also nur x; = .

Somit: 0 L
YZ:)?:( 0)+A(o),/\e]R.
21/6 0
VOktaeder = 2-Volumen der Pyramide
ABCDT = 2 - :Grundfliche - Hohe,
wobei Grundfliche = Quadratfliche
und Hohe = Abstand des Punktes T
von der Ebene F,pp (mit Hilfe der
HNEF).
Volumen der Pyramide ABY ZT =
= & Trapez-Grundfliche - Hohe, wo-
bei die Hohe wieder als Abstand des
Punktes 7" von der Trapez-Ebene x5 =

0 gesehen werden kann.

Der prozentuale Anteil wird dann als
Pyr

%
Bruch {—— berechnet.
Oktaeder
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Kompakt-Uberblick zum Grundwissen

K

1.

(a) Schnittstellen: f(z)=g(x); %x3+a¢2 =0;
(32 +1) =021 =0, 25 = —2
2o(f(2) = g(@))dr = [5(32° + 2%)dx

_ [1x4+1x3]0220—(2——)—§

(b) Bruch auseinanderziehen und 2 = 772
schreiben: [ 2x+1d = f( +x_2)dx =

l+C

=2In|x| — 2~ y .
(¢) Trapezfliche unterhalb der P
z-Achse mit Mittellinie 1,5 =

u. Hohe 4, Integralwert also —3 - 4=—6.

2.
I(z) =[e" — °]g = " — 327 — 1,
I'(x) = €* — z (klar nach HdI)

I"(z)=e*—1,1"(x) = 0 ergibt x = 0.
1" <0 # 1" >0 [(O):O,also
rechts- 0 links-gekrimmt ~ WP(0]0)
3.
(a) B(3;3;2) + B(3; 5;3) = 0,25926
(b) (3)(?) + (é)(?}) = 0.23636
(132) (132) Y

(© E(X)=3-1=1,

U:\/V(x):\/?) E %:@z0,816
4.

Treffer: Befragte Person:, Kleeblatt = Gliick*
Hy:p<0,25 Hy:p>0,25
Entscheidungsregel: H, ablehnen (,,Schlag-
zeile trifft zu*), falls Trefferzahl & > kg

a= Py, (H, abgelehnt) = P(k > ko) <0,05;
Pr—100p=025(k < ko —1) > 0,95

Tafel: kg — 1 = 32, also kg = 33.

5.

AB:)?z(E)—i—)x( %),)\EIR.
Einsetzen von C (erste Zeile A = —4, zweite
Zeile A = —1), also liegt C nicht auf AB.
Abstand von H (2| —7|2) von AB: Allg. Ge-
radenpunkt F(—\|1-2)\[4—2)\). HE 0 = 0;
(=A=2)-(=1)+(=2X+8) - (—=2)+ (—21+
2)-(=2)=0; A=2; LotfuBpunkt des
Lots von H auf g: F/(—2| — 3|0)

Abstand: HF = /16 + 16 +4 =6

Zl@
><l N:\»—l
Il

also N(0/0,5]4).

A+ P),
1 1
S
-1 4
E2 X= ( )—i—)\u—i-/wmltu < ) 17:< 2)
—2 —4

Normalvektor 77 = X ¥, Ansatz n;x; + nsxo

+nsx3 =d und Einsetzen von A liefern:
FEy 1221 — 1229 + 623 — 12 =0

= /144 + 144+ 36 = 18

12
17| = -12
6
HNF: 1(22) — 225 + 25 —2) = 0
PinHNF: d(P,E,) = |...| = 2

. 0 1
X = (9) (2 )orem
4 1

Kugelgleichung: z3 + 22 + (z3 — 4)? = (

8.
Ri.vektoren nicht parallel; gleichsetzen:

-1 1 -3 0

[2) ()= () ee(d)
2 -1 7 1

Erste Zeile: —1 + X = —3, A\ = —2.
In zweite Zeile: —2 = 10 + 4p, p = —3.
Probe in dritter Zeile stimmt,
g und hy schneiden sich in (—3| — 2[4).
Schnittwinkel : ¢ ~ 65,16°, denn

_ Juiouwd| o 1.04144(-1)1
COS§ = (aTTim] = VIFTrTvoTiorT > 042
9.

Ej5 ist parallel zur x,-Achse.

Achsenpunkte sind (7[0|0), (0]/7?|0) und
(0[0[?), also (2]0]0) mit 1-Achse,(0[0] — 2)
mit z3-Achse, kein Schnitt mit z5-Achse.
Schnittwinkel v mit den Achsen: Mit Rich-
tungsvektor « der x1-Achse und Normalvek-

1 2
torﬁvonEg,ﬁ:<0>,ﬁ:< 0>,und
0 -7

siny = |_1f|°|”|| folgt ¢ &~ 15,95° mit x;-Achse

und analog Y =~ 74,05° mit z3-Achse.
10.

»Ey plus 2 - E5 liefert Txy + 7Txs = 7; z. B.
T :T,dann:cg = 1—7',1'2 I4—2£C1—
1

. 0
3x3 = 1+T,aISOX=<1>+T< 1),7’6]13{.
1

-1

)2

W




