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11. Klasse TOP 10 Mathematik 11

Gesamtes Grundwissen mitJbungen G

Grundwissen Mathematik 11. Klasse: Die 10 wichtigsten Themen auf jeweils einer Seite!

Zum Wiederholen kann man digbungen des Kompak#berblicks verwenden.

11/1  Gebrochen-rationale Funktionen, im— z, G U L
11/2  Differenzieren GU L
11/3  Tangenten, Extrema, Newton-Verfahren G L
11/4  Wurzelfunktion, Umkehrung, Parameter @ L
11/5 Differentiationsregeln GU L
11/6  e-Funktion GU L
11/7  In-Funktion GU L
11/8  Steckbriefaufgabe, Optimierung @ L
11/9  Koordinatengeometrie: Vektoren @ L
11/10 Wahrscheinlichkeit, Unabhgigkeit GU L
11/K  KompaktUberblick zum Grundwissen GU L

G=GrundwissenJ=Ubungen, L=Idsungen



11. Klasse TOP 10 Grundwissen 11]
Gebrochen-rationale Funktionen, limz — xy |01| i}
g/ =
) Differentiation von Bruchfunktioner- grund115.pdf, ueb115.pdf § I
Beispi _ =i
eispiet f(z) 23 g/
Definitionsliicke: Nenner2z+2=0 ergibtz = —1, also Definitionsbereich; = R\{—1}. =]
Nullstelle: f(z) = 0 ergibt Zahlerz? = 0, alsox, » = 0 (doppelt). f'[ :Il
Verhalten in der Nahe der Definitionskicke: A
Mit dem Grenzwert li_rgliof(x) wird das rechts- bzw. linksseitige Verhalten der Funkti- |[] I

on in der Nahe der Definitionsicken ermittelt, d. h.dr z-Werte wie—0,99 (,—1 plus ein
bisschen*) bzw—1,01 (,—1 minus ein bisschen®).

Im Folgenden: Rechtsseitig (oberes Vorzeichen), linksseitig (unteres Vorzéichen)
Symbolisch notiert man SR I

i — —
xinfiof(x)T “1+0+1 10

Man denke sich-1 + 0 fur = eingesetzt
Wichtig ist hierbei, das Vorzeichen im Nenner zu betrachten und sich klar zu machen, dass
»2 geteilt durch eine sehr kleine Zahl sehr grof3 wird".

Bedeutung Der Graph hat die senkrechte Asymptate= —1, hier wegen des Nenners
2z +2 = 2(z + 1) Pol erster Ordnung mit Vorzeichenwechsel ieb111.pdf, Aufgabe 2).

h-Methode:
Formal etwas sauberer als obige symbolische Notation ist das Einsetzenl vor fir x,
WObe'? ”kle}rz ')St' i f( & R i CLERR TR
11m ) = 1m — =m - -—-—-—=1mm -—-—-—— (0. ]
rz——11+0 h—0 h—0 2(—1 + h) + 2 h—0 +2h

(Hier sind wieder die Vorzeichen imahler (1, der Rest spielt keine Rolle, da sehr klein) und NenagrAu
betrachten, um das Vorzeicheo zu ermitteln.) oy
Schrage Asymptote wenn der Grad des Polynoms inaldler '
um 1 giRRer als der Grad des Polynoms im Nenner ist:

— +00

C i 2. _1 1 2 “ It o
Polynomdivision:f (z) = 2% : 22 +2) = 50 — 5+ 55 -
N—— N——" -
g(z) —0 fiir z—=o00 Q.- 1 T
Somitistg(z) = sz — 5 der Term der sctagen Asymptote, an :

die sich der Graph im Unendlichen anschmiegt.

Spezialfall hebbarer Definitionslicken:
Beispiel:h(z) = 5%

2x2—-2
Definitionsiicken: Nenne2z? — 2 = 0 liefert x = +1.

Nullstellen: Zahlerz® — z* = 2*(x—1) = 0 liefertz; , = 0 (doppelte Nullstelle) und; = 1
(keine Nullstelle, da Definitiongtke).

Hier ist wegenh(z) = 5 =t=b_ — 5= Zwar wie oben bei der einen Definitiotiske

(z+1)(z—1)
lim h(z) — +oo, aber bei der anderen Definitioiiske lim h(z) =*

z——140 4 | Y h
(— ueblll.pdf, Aufgabe 3), so dass sich in dé&hN der Definitionsicke 3
x = 1 die Funktionswerte dem Weyt= i nahern. 0 1z

Waagrechte Asymptote wenn Grad des @hler-Polynoms< Grad des Nenner-Polynoms,
z. B. f(z) = 2= hat waagrechte Asymptote= 1,5 (— grund87.pdf).

2x—2
1Es empfiehlt sich, zuerstechtsseitig* zu betrachten und daiiin flinksseitig* mit Farbstift die Vorzeichen
an den entsprechenden Stellerandern.
2Fir diese symbolische Notation ist manchmal ein Faktorisieren des Funktionsisigysveitere Hinwei-
se— uebl11.pdf, Aufgabe 1.
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Differenzieren 02

Zweck: Das Differenzieren (Ableiten) einer Funktigidient zur Betrachtung lokaléinde-
rungsraten, d. h. zur Bestimmung der Steigung eines Funktionsgraphen.

Wahrend man mit der Sekante zwischen zwei v
Graphen-Punkte® (z|f(x)) und Py (x| f(21))  f(a1)=
mit Hilfe desDifferenzenquotienen f(z+h)
— flz1) — f(x) f(x)
nur die durchschnittliché\nderung vonf (x)
pro ,Zeitabschnitt'z, — x erhalt, ertalt man ) N

die lokaleAnderungsrate, d. h. die Steigung der

Tangente an der Stelle wenn man den Punkt bzw. anders ausgadifrkt, indem man den

P, immer raher zum PunkP schiebt; d. h. die Abstandh zwischen den betrachteten

Tangentensteigung ist gegeben durch Werten, infinitesimal klein“ macht:
oy @) = (@) o i L&D — fl@)
r1—x+0 T, — X ’ h—0 +h

Die Ableitungsfunktion f’ gibt zu jedeme-Wert die Steigungn an dieser Stelle an:
) — m— li JEED T
h—0 ’

+h
Interpretation als Anderungsrate: Beispiele:
f(z) | f'(z)
Ort zur Zeitx Geschwindigkeit zur Zeit

Anzahl Scheidungen bis zum Jaht Scheidungsrate (Scheidungen pro Jahr) im dahr

Ableitung von Potenzfunktionen(weitere— grund115.pdf):
) |Konstanter z 2* 1* 2"

f(z) | 0 1 2z 32?2 na™ ! (,alter Exponent runter, neuer um 1 kleiner”)

Jpd ZTTPUNIB/EP 1-|00NS MMM
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Konstanten fallen bei Addition weg und bleiben bei Multiplikation erhalten; Summen und

Differenzen lbnnen gliedweise differenziert werden, z. B.
fle)=z2*+7  fl(z)=4a2®
f(z)=T7z* f(x) =7 4x% = 2823
flx) =72 + 2% f'(x) = 2823 + 2z
Differenzierbarkeit
Die Tangentensteigung an einer Stelle kann nicht bestimmt werden, wenn
der Funktionsgraph nicht glatt vardft, sondern dort Sfinge oder Knicke /() m |z

aufweist. Die Funktion ist dann nicht differenzierbar an dieser Stelle. 1
o . .|z, fallsz>0
Beispiel: Betragsfunktiorf(z) = |z| = "z fallsz < 0 -
Stammfunktion 14y
Umgekehrt ist eine Stammfunktion einer gegebenen Funktion
eine FunktionF', deren Ableitungf ergibt: Vil i/ T
Fla) = f(x). F(r) = ba? —a?

(:z:) f(x) leferengl TS ammfunktion
F ist daher nur bis auf eine additive Konstante bestimmt. zleren b'% n L
Beispiel: f(z) = 22 hat die Stammfunktionefi,(z) = 1z® + ¢, f@)=F (@)= P
z.B. Fy(z) = 2% oderFs(z) = 32° + 5. 1T

8

O’\/’l/
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11. Klasse TOP 10 Grundwissen 11] |}
Tangenten, Extrema, Newton-Verfahren 03 =
Tangentenan den Funktionsgraphen vgrnim PunkteP (z|y): g

Zunachst bestimmt man denWert durch Einsetzen vanin f(z). 5lH
Ansatz fir die Tangentengleichung:= mx + ¢ =
Die Steigungn erhéalt man mit der Ableitung an der Steltle m = f'(x). N
Deny-Achsenabschnitt erralt man durch Einsetzen der Punktkoordinaten. f'
Beispiel: f(x) = 2% — 8x + 1, P(2|?). E
y-Wert: f(2) = —11, alsoP (2| — 11). ™~

Steigung:f'(z) = 2z — 8, f'(2) = —4. Also Tangentey = —4z + t.

P einsetzen—=11 = —4 -2+t =t = —3. Also Tangentey = —4x — 3.

Zum Aufstellen der Tangentengleichung an der Steljekann auch direkt die Formel
y = f'(zo) - (x — x0) + f(zo) verwendet werden.

Den Schnittwinkel « einer Geradery(z) = ma + ¢ mit der z-Achse und den
Neigungswinkel der Tangenteerhélt man mitm = tan a.

Mit der SHIFT-tan- bzw. INV-tan-Funktion des Taschenrechneralerhan dannu.

Beispiel:g(z) = —42 — 3. m = —4 = tana = a =~ —75,96°.

Normale: Unter einer Normalen versteht man in der Mathematik eine senkrecht stehende
Gerade. Zu einer vorgegebenen Steigungerhalt man die Steigungu, der Normalen mit

der Gleichungn; - my = —1.

Extrema und Monotonie:

f'(x) bilden, f'(z) = 0.

Vorzeichenbereiche voi’ ermitteln (~ grund107.pdf, dabei auch eventuelle Definitions-
Iicken markieren).

Monotonie:f’ > 0: Graph steigt in diesem Bereich streng monotfins 0: fallt.

Dazwischen je nach Situation: Definitioiiske, (lokales) Maximum (steiggfit), (lokales)
Minimum (fallt-steigt), Terrassenpunkit(ft-fallt oder steigt-steigt).

Die y-Koordinaten dieser Punkte ermittelt man durch Einsetzen in den Original-Funktions-
term f(x) ganz oben.

Beispiel: f(z) = —a* + 22, Dy = R Eventuell konnten an den &dern des De-
f’(x) = — 423 4+ 622 fini]ftionsbereichﬁ globale MaxEma/I\/}Iinima
/ 2 - _ _ auftreten. Vére hier z. BD; = [—2; 2], SO

/ (x,) = 02 /495 +6) = (3’ T1/2 = 0,73 = 1,9, ware(—2| — 32) ein gIobaIJ:as Minimum.
>0 f/'>0  f/<0 Eigentlich sollte man beim-Wert besser
steigt (o steigt 15 &llt Maximal-/Minimalstelle, beim Punkt bes-

TerrP(0|()) |\/|ax(175|176875) ser Hochpunkt/Tiefpunkt sagen.

Newton-Verfahren:
Zur naherungsweisen Bestimmung von Nullstellen wird folgende Iterations-ldee verwendet:
e Wahl eines geeigneten Startwerigs

e Berechnung der Tangentet im Punkt !
Po(zol f(20)):
t(x) = f'(wo) - (x — x0) + f(o)- ‘\

e Berechnung der Nullstelle, der Tangente: \
t(z) =0 liefertz; = xy — J{[,(é%)) 1
In der Regel istz; ein besserer Bherungswert o 1
fur die gesuchte Nullstelle vofi(siehe Abb.).

e Wiederholte Anwendung dieses Verfahrens mit
x1 Usw. als neuem Startwert.

m— 1]
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[ERYER

Wurzelfunktion, Umkehrung, Parameter 04

Wurzelfunktion

Die Wurzelfunktionf mit y = /z ist die Umkehrfunktion (siehe Y Y= a?
unten) zur Quadratfunktion mit = 22, z > 0. :
DefinitionsbereichD; = R{ = [0; oo].

1pd $TTPUNIB/EP 1-|00NS MMM
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(1] — (1 >

Funktionsgraph: Halbparabel (siehe Skizze).
Schreibweise mit Potenz{(z) = /7 = z2.
Ableitung f'(z) = Lz = sz Dy = IRT =]0; 00, wobei im g1 T
Nullpunkt eine senkrechte Tangente vorliegt.

[ERYER

Umkehrfunktion

Beispiel: Gesucht ist die Umkehrfunktion zu
f(z)=a?—4x+5,D; =] — o0; 2], Wy = [1; 00]

Umkehrung bedeutet, zu jedegaWert jetzt umgekehrt den-
Wert zu finden; damit dies eindeutigaglich ist, muss bei der
hier vorliegenden quadratischen Funktionsgleichung der Definiti-
onsbereich eingescimkt werden, z. B. auf den linken Parabelast
wie in der Skizze. 0

Gleichung schreiben; = 22 — 42 + 5,2 <2,y > 1

Variablentausch: — y (auch beiDy, W;):x =y — 4y + 5,y < 2,2 > 1

Nachy aufioseny? + 4y +5 -2 =0;y10 =2+t V4—-5+z=2+tVz -1

Blickauf Dy = Wy-1 liefert:y =2 — /o — 1,day <2

Also: f_1($) =2—vx—1, Df—l = Wf, Wf—l = Df

In der Zeichnung ist der Graph an der Winkelhalbierenden des 1./3. Quadranten zu spiegeln
(siehe auch Bild oben bei der Wurzelfunktion).

Kurvenscharen: Funktionsterme mit Parameter (— grund108.pdf)
Beim Differenzieren ist zu unterscheiden zwischen der Variablemach der differenziert
wird, und dem Parameter (z. B, %, ¢, .. .), der die Rolle einer Konstanten spielt, somit wie
eine feste Zahl behandelt wird und nach dem nicht differenziert wird.
Beispiel:

flx) = 2°—2a2®+ d®x — 24

f'(x) = 32*—2a-2v+a*= 32" — dax + a®

f"(x) = 6x—4a
Je nachdem, welchen Wert mair tlen Parameter einsetzt, althman verschiedene Funk-
tionen, also eine ganze Schar von Kurven, z. B.

a=—1: f(x)=23+22+2+2 a=0: f(x)=23 a=1: f(z)=23—22*+1 -2
Zum Teil kdbnnen diese Kurven ganz unterschiedlich aussehen, d. h. bei Funktionsuntersu-

chungen, die man allgemein mit dem Parameter rechnet, sind eventuell Fallunterscheidungen
notwendig.

Beispiel: f(x) = 2* — 2az? + a®z — 2a®
Punkte mit waagrechter Tangenfé(z) = 0: 322 — 4az + a? = 0;

1)y = deEVA0C St  datda g = 1o gy = . Ob Max oder Min, Bngt vona ab:
a < 0 (Zahlenbeispiel rechnen!):a = 0: a>0:

>0 f <0 f'>0 />0 f">0, >0  f'<0, f'>0
steigt « &llt lq steigt steigt 0 steigt steigt za @llt « steigt

Max Min TerrP Max  Min

(a|—20%) (la|—32a?) (0/0) (5a|=3a®) (al—2a%)

[EEY
< \
I

——

m— 1]




11. Klasse TOP 10 Grundwissen 11]
Differentiationsregeln 05| M|
[¢]
S| |4=
Allgemeines— grund112.pdf, Wurzeln, Parameter grund114.pdf §
Ableitungsformeln: g "
7) Hl‘x‘ﬁ‘ " ’ = ‘ VT = x/? ‘ YT =z ‘sinx’cosx %A
- T n—1 kI:El
'(x) HO‘ 1 ‘2$‘nwn_1‘—x_2:—mi2 %x‘lﬂ:L ixﬁ 1:%xn cosx‘—sinx o
Viele Funktionen lassen sich auf zuriickfuhren, z. Bg(z) = -5 = z~2. Die Ableitung ;[E'
ergibt sich dann mitalter Exponent 'runter, neuer istum 1 kIelneg‘( )= 2273 = —% N I
In manchen Bllen (insbes. bei Wurzeln) kann es sein, dass die Ableitung einen kleineren Definitionsbereich

als die Funktion selbst hat. Exponential- und Logarithmusfunktiogrund116.pdf und grund117.pdf

Produktregel: f(z) = u(x) - v(z) = f'(z) = u(x)v'(x) + v'(z)v(x)

»Das erste lassen mal das zweite differenzieren plus das erste differenzieren mal das zweite
lassen®

Beispiel: f(z) =z -sinx = f'(z) =x -cosz + 1 -sinx

Quotientenregel f(l‘) _ % = f’(x) _ n(l') . z’(fl;)l ; ZQ(ZL') n’(fE) _ NAZ]\—TQZAN

(-Nenner mal Ableitung desahlers minus Ahler mal Ableitung des Nenners durch Nenner

im Quadrat’)
__— x (22 —5)- 322 — 2322 2% — 1522
Beispiel: = = f'(2) = _
p f(x) x2_5 f(x) x2_52 (x2_5)2
Tipps: Nenner nicht ausmultiplizieren; bei nochmaligem Differenzieigzén; manchmal

lasst sich ein Nenner bequemer phibch—1“ schreiben odefauseinanderziehen®, Beispiel:

f(z) = xi§5 = % — 1—53 =gt — Hr3.

Kettenregel
Begriff der Verkettung von Funktionen:
Beispiel: f(z) = sin(x?) bedeutet: Zuerst? (,Inneres*), danrin davon nehmen,auRere
Funktion®)
Differenzieren verketteter Funktiongitz) = u(v(z)): f'(x) = u/(v(z)) - v'(x)
,DasAuRere differenzieren und das Innere einsetzen mal das Innere nachdifferenzieren®.
Beispiele:f(z) = sin(z?) = f'(z) = cos(2?) - 2z

9(z) = (2> —52)" = /() = T(* ~ 52)° - (22 — )

h(z) = Vsinz? = I (x) = 2\/— -cosx? - 21

3x2 —1
3

Beispiel: Untersuchung ( Diskussion*) der Bruchfunktion f(z) =

(Siehe auch grund111.pdf, grund109.pdf, grund113.pdf; Wendepunki2. Klasse)
Definitionsbereich: Wegen des Nennerslist= IR\ {0}.
Asymptoten: Wegenlirin f(x) = 0isty = 0 waagrechte Asymptote;

wegen des Nenners ist= 0 senkrechte Asymptote (Pol 3. Ordnung) rﬂi%lo f(x) = Foo

Symmetrie:f (—z) = — f(z), also Punktsymmetrie zum Ursprung.
Nullstellen: f(z) = 0; 32> — 1 = 0; w1/5 = £ ~ 0,58

, 362 — (322 — 1) - 37 kiirgent —322 + 3
Extrema und Monotonief(z) = — — ( xﬁ ) - 327 wigzen #
T T

flx)=0=-3224+3=0=u0==+1 Skizze: Y
ff<0  f>0

L f'>0 <0 |
fallt -1 steigt 0 steigt 1 Allt l;1 -

Min & Dy Max \ 0 [1 x
) () — 1|
Wertebereich (d. h. vorkommengéherte):IW,; = IR
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e-Funktion 06

f(z) = e (,Natirliche Exponentialfunktion®)

1. DefinitionsbereichD; = IR (alle z-Werte sind erlaubt)

WertebereichV; =]0; oo|
(esiste” > 0 fur allex € IR,
somit besitzt die-Funktion keine Nullstellen)

2. Spezielle Werte:
f(0) = € = 1 (Schnitt mit dery-Achse),
f(1) = e' = e ~ 2,718 (Eulersche Zaht)
Taschenrechner: Meist SHIHii-
Beispiel:e®® ~ 1,649, ¢ = ¢! ~ 2,718

3. Es gelten die bekannten Potenz-Rechenregeln,
alsoz.Be ™ = &, et =2 7, ¢ = (e7)?

4. Grenzwerte:
lim e — oo, lim e* = 0 (d. h. die negative--Achse ist Asymptote)

Die e-Funktion konvergiert girker als jedes Polynom, also
lir_n x-ex:O,mlirgoiﬁoo
5. Ableitung: f’(x) = e* (,Die e-Funktion reproduziert sich.”)
Somitistf’(x) > 0, d. h. der Graph steigt streng monoton.
6. Ist der Exponent nicht einfach, so muss beim Differenzieren nachdifferenziert wer-
den. Beispiel:
gla) = e, (a) = e (<2) = =27
~e-Funktion reproduziert sich mal das Innere (alsx) nachdifferenziert*)

7. StammfunktionF'(x) = e* 4 C ist Stammfunktion vory (z) = e*.
Fi(z) = e'@ 4 C ist Stammfunktion vory, (z) = v'(z)e"®).
8. Term der Umkehrfunktionln x
Somit iste™* = z undlne* = z.

9. Losen von Exponentialgleichungen durch beidseitiges Logarithmieren: Beispiel:
et = 2 | In
r = In2
10. Losen von Gleichungen mit Produkt vom Tigar + 4)e® ! = 0:
Dae stets positiv ist, kann man beide Seiten der Gleichung darctiividieren (in
obigem Beispiel steht dar8x + 4 = 0 als leicht zu dsende Gleichung).
11. Fur die allgemeine Exponentialfunktiol,(z) = «*, x € IR, Basisa > 0, gilt
ho(z) = a® = %" = e*me und dahet/,(z) = Ina - e =Ina - a®.

Somit isth](0) = Ina und die Eulersche Zahl ~ 2,718 als Basis der nétlichen
Exponentialfunktion ist diejenige, bei def(0) = 1 gilt.

Jpd 9T TpUNIB/EP 1-|0ONS MMM

[ERYER

[ERYER

(1] — (1 >

[ERYER
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In-Funktion 07

f(z) = Inx (,Natirliche Logarithmusfunktion®)
1.

10.

11.

. Spezielle Werte:

DefinitionsbereichD; = IR™ =]0; oo
(im In sind nur Werte> 0 erlaubt)

WertebereichiV; = R

f(1) =1In1 = 0 (Nullstelle),
f(e) =Ine =1 (e ~ 2,718 Eulersche Zahl)

. Rechenregelna(b > 0, n € IR):

In(ab) = In(a) + In(b) In(§) = In(a) — In(b) In(a™) = nln(a)
Dadurch ergeben sich oft Vereinfachungen, z. B.

In(z%5) = Inz —In(z? + 1), In(e?) = 2Ine = 2, In(¢) =Inl—Ine= -1

T— 00

. Grenzwerte:lim Inz — oo, lir% Inz — —oo (d. h. diey-Achse ist Asymptote)

Die In-Funktion konvergiert schiaacher als jedes Polynom, also
lir%xlnx =0, lim 11179: =0

1

. Ableitung: f'(z) = —

X

. Steht imln nicht einfachz (Beispiel:g(z) = In(1 — 2x)), so muss dies bécksichtigt
werden
e beim Definitionsbereichy(z) = In(1 — 2x) ist definiert, wennl — 2z > 0 ist,
d. h.z < 3, alsoD, =] — oo; 5|
e beim Differenziereny’(z) = =5- - (—2) = 525

(,1 durch das Innere mal das Innere nachdifferenziert*)

. Stammfunktionen: K (z) = In|z| 4+ C ist Stammfunktion vork(z) = 1

(siehe Ki(z) = In |v(z)| + C ist Stammfunktion vor; (z) = &)
Formelsammlung/ ) ) v(x)
Merkhilfe) F(x) = zlnz — x 4+ C ist Stammfunktion vorf(z) = Inx

. Term der Umkehrfunktione®

Somitiste™* = z undln e® = .

Losen von Gleichungen vom Tyip(1 — 2z) = 3: Beidseitiges Anwenden der
Funktion lieferte™(!=2%) = ¢3, alsol — 2z = ¢, somitz = 1(1 — €%)

Die In-Funktion ist die Logarithmusfunktion zur Bagigln = = log, x).
Fur die allgemeinéog-Funktionh,(x) = log, x, x > 0, zur Basisa > 0 gilt (Basis-
Umwandlung!)h,(z) = £ und dahet,(z) = - - 1 (siehe Formelsammlung/Merkhilfe)

~ Ina Ina

Jpd’ 2 TTPUNIB/EP 1-|0ONS MMM
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. Lésen von Exponentialgleichungen durch beidseitiges Logarithmieren: Beispiel aus
der Stochastik:
(3" < 0,01 |In  (und Rechenregeln!)
nln? < In0,01 [:In3 (<0) ()
In 0,01
n o> - — ~ 25,3
In 2

m— 1]
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Steckbriefaufgabe, Optimierung 08 :=H|n
g/ =
Steckbriefaufgabe(d. h. gesucht ist eine Funktion mit vorgegebenen Eigenschaften) 2
Steckbrief-Beispiel: Gesucht ist eine zuAchse achsensymmetrische Polynomfunktion 4. & |} I
Grades mit Mirg2|1) und Schnitt deg-Achse beiy = 2. B[
Ansatz:f(z) = az* + bz® + cx® + dx + e, wegen der geforderten Achsensymmetrie werden |HJ=
nur gerade Exponenten gatlt, alsof (z) = az? + cz? + e. T
f(z) = dax® + 2cx >[:|
Die gegebenen Informationen werden jeedbgearbeitet’ und mit Hilfe des Ansatzes umge- || I

setzt; fir drei unbekannte Parameter werden drei Gleichungedtigen
Min(2|1) bringt zwei Informationen: Steigung bei= 2 ist0: f'(2) = 0:4a -8 +2¢-2=0

Punkt(2|1): f(2)=1: 16a+4c+e=1
Ferner: Punkt0|2): f(0) =2: e=2
Losen dieses Gleichungssystems: 2 eingesetzt:
32a+4c=0 |1
16a +4c=—-1 |-(-1)
16a = 1, alsoa = -, somit (aus32a+4c = 0): ¢ = —2 = —1. Also: f(z) = fza* — 327 +2
Nachrechnen zeigt, dass bei= 1 tatsachlich ein Min vorliegt: <0 f>0
fl(x) = ix3 —r = x(ixQ —1) =0liefertzy, =0, x93 = £1. 1 0 fallt 1 steigt

Spezialfall: Geradengleichungen aufstellen

Fall 1: Gegeben sind Steigumg und PunktP (z |y, ):

Ansatzy = mx + t mit gegebenem. Einsetzen der Punktkoordinateir fr undy liefert ¢.
Fall 2: Gegeben sind zwei Punki& z, |y;) und Q(z2|y2):

Steigungsdreieckn = £2=2-. Weiter mitmm und P wie in Fall 1.

Anwendung: Modellieren mit Funktionen

Gelegentlich kommt je nach Fragestellung anstelle einer Polynomfunktion auch ein Ansatz
mit einem anderen Funktionstyp (z. B. Exponentialfunktion, Bruchfunktion, trigonometri-
sche Funktion) in Frage, wobei wieder ein Ansatz mit Parametern aufgestellt wird und diese
mit gegebenen Funktionseigenschaften bestimmt werden.

Optimierungsaufgabe (Extremwertaufgabe)

Beispiel: Mit einer 50 m-Grassamen-Packung soll entlang einer Mauer eine
rechteckige Fiche angelegt werden, diedglichst wenig Zaun zur Eingrenzung
berbtigt. Hier im Folgenden: Rechnung in der Einheit m. a

Rezept;,, GNADE":
Grol3e, die extremal werden soll, mit Berechnungsformel: Zmge! = 2a + b

Nebenbedingung: Bthea - b = 50 (Braucht man, wenn mehrere Unbekannte [hig#] vorliegen,
um eine Unbekannte durch die andere ausicin)

Ausdiicken der zu optimierenden @3e durch Funktion einer Variablen:
N liefertb = 29, Einsetzen in G liefert = 2a + 2
Umbenennung « z liefert Funktion:f(z) = 2z + 2
Differenzieren;f’(z) =2 — 50272 =2 — 3
Extremwerte suchen und Ergebnis schreibgfz) = 0 liefert 2 = 25, x = +5
: <0 : >0
-5 fallt 5 steigt
nicht sinnvoll Min
Ergebnis: Die kleinste Zauahge ergibt sichifra = 5,b = 2 = 10 (aus N),
und sie betagt! = 2a + b = 20.

b




11. Klasse TOP 10 Grundwissen 11

Koordinatengeometrie: Vektoren 09

Koordinaten und Vektoren
Zum PunktP(2|3|2) zeigt vom Nullpunkt (Ur-

/2

sprung)O(0|0|0) derOrtsvektor P =< 3 )
2

Verbindungsvektor AT der Punkted, B: AB = B — A (,Spitze minus FuR*) 4 B

Addition (Aneinanderhangen) und S-Multiplikation (Streckung) von Vektoren

Beispiel:d = ( 2 ) b= ( _1 ) dannisti+2-b =

(5= (0)(5)- ()

+2- = + =

( 1 ~1 1 —2 ~1 p
Subtraktion von Vektoren liest man am besten gReise” Bngs der Vektoren, z. B.— b=

—b+ dist eine Reisedngsg rickwarts und anschlie3endrigsa vorwarts, in obiger Skizze
kommt man so vor® nachQ, aIsoEL —b=P0

Mittelpunkt M der StreckdAB): M = 1(A + B)

Lange eines Vektors |@| = Va2 = Vdod = \/a} + a2 + a2

Abstand zweier Punkte= Lange des Verbindungsvektors
Beispiel: A(1] — 1|4), B(3[2| —=2). d(A,B) = |B—A| = /B -12+ 2 — (—1))2 + (-2 — 42 =T.

Kugeln
Eine Kugel ist die Menge aller Punkig, die vom Mittelpunkt)M den gleichen Abstand
haben:M X = r. Schreibweiseniir die Gleichung einer Kugel sind also

(£ —m)*> =712 oder (z;—mi)?+ (v —my)? + (x3 —ms3)’ =71

aq bl
Skalarprodukt: dob = ( as ) o ( bo ) = a1by + asby + aszbs

2

as bs
. ) ) ., B uovU
Winkel ¢ zwischen zwei Vektoreni und o: cos ¢ = @17
ul| - |v

Beispiel 9 1
Winkel zwischen( 1 ) und ( -2 ) cosp = 3}%;&22);% ~ —0,6086, alsop ~ 127,49°.
=5 2

Aufeinander senkrecht stehende Vektoreri und v 410 < #WovU =0
Vektorprodukt

. asbs — azby -
ad x b= asby —a;bs | istein Vektor, der sowohl auf als auch aub senkrecht steht.
a1by — aghy

1 -2 6—(—5) 11
Beispiel: 2 | x 1 | = 10-3 7
(2)-(8)- (o )-(3)

Die Lange dieses Vektors ist died€he des von den Vekto
rena und b aufgespannten Parallelogramms, entspreche
5|d@ x b| die Dreiecksfhche.

Das Volumen des von drei Vektore?r,lﬁg, ¢ aufgespannten
Spats ist gegeben durdh,.. = |(@ x b) o €], das Pyrami-

denvolumen entsprechem@,, = 1|(@ x b) o .

(@

1pd 6T TPUNIB/EP 1-|00NS MMM
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Wahrscheinlichkeit, Unabhangigkeit 10

TPUNIB/op’J-|0OIS MMM

Grundbegriffe (— grund85.pdf und— ueb110.pdf, Aufgabe 1):

Alle moglichen Versuchsergebnisse eines Zufallsexperiments werden als Elemente eiag
Grundraums () zusammengefasst, dessen Teilmengedie sog.Ereignissesind. Jedem
Ereignis E ist seineWahrscheinlichkeit P(E) zugeordnet. Diese Zuordnurig muss die
Kolmogorow-Axiome erfullen, aus denen die folgend&echenregelrnfolgen:

Verkn Upfte Ereignisse, Schreib- und Sprechweisen

E (Komplement, Gegenereignis, nichi

E1 N E, (Fy und E5, beide Ereignisse treten ein)

E1 U E, (E, oder E5; mindestens eines der Ereignisse tritt ein).
(In der Mathematik drfen bei,oder* auch beide Ereignisse eintreten, sofern nichts anderes dasteht).

E, N E, = E, UFE, (Hochstens eines der Ereignisse tritt ein)

FE, U FE, = E, N E, (keines der Ereignisse tritt ein)

(E1 N Ey) U (E; N Ey) (Genau eines der beiden Ereignisse tritt ein)
Ey N Ey = {} (£ und E; sind unvereinbar, disjunkt)

&

ipd
[ERYER)S

Unabhangigkeit
Zwei Ereignissed, B heiRen unaldngig, fallsP(AN B) = P(A) - P(B).

Hinweise
e Falls A und B unablangig sind, so gilt dies auckiif die Komplemente.

¢ Wichtig ist die richtige Bildung von Komplementen, Beispiel:

{,Mindestens ein Treffe' = {,Kein Treffer'}.
. ) - - 4] _ Anzahl der fir A gunstigen Ergebnisse
* Furlaplace-Experimentegilt P(A)= 1Bl —  Anzahl aller nbglichen Ergebnisse

(— grund85.pdf).

e Mehrstufige Zufallsexperimente lassen sich oft (zumindest gedanklich) mit Baumdia-
grammen veranschaulichen und mit den Pfadregeln berechngnund99.pdf).

e FUr Zufallsexperimente mit Betrachtung von Ereigniss&nicht-A und B/nicht-B
eignet sich oft neben dem Baumdiagramm eine Vierfeldertafel, mit denen sich beding-
te Wahrscheinlichkeite®z(A) = P}Ag’f) berechnen lasser{ grund104.pdf).

e Nach dem Gesetz der grof3en Zahien pendelt sichimealiger unabhngiger Durch-
fuhrung desselben Zufallsexperiments die relatiaufigikeit eines Ereignissesirf

n — oo bei P(E) ein (— grund65.pdf).

Beispiel:
Ein Oktaeder (beschriftet mit 1-8) und einivel (1-6) werden unald@mngig nacheinander
geworfen. Betrachtet werden die Ereignisse

A: ,Oktaeder zeigt eine Zabt 3¢, P(A)=%=3PB)=5=2,

B: ,Wirfel zeigt eine Zahp 3, P(C)=P(B)=1-P(B)=1-% =1,
C: ,Wirfel zeigt eine ZahK 2, P(D) = P(ANB) =P(A)- P(B) = 3,
D: ,Beide zeigen eine Zaht 3", P(E)=P(AUB) =

E: ,Oktaeder oder \WWitfel zeigt eine Zahp 3, = P(A)+ P(B)— P(ANB) =14
F': ,Hochstens einer zeigt eine Zahl3", P(F)=P(ANB)=1-P(ANB) =5
G: ,Keiner zeigt eine Zahk 3", P(G)=P(ANB)=P(A)-P(B) =
H: ,Genau einer zeigt eine Zahl 3", PH)=P(ANB)U(ANB)) =

I ,Augensumme 12, =P(ANB)+P(ANB) =

J: ,Oktaeder zeigt Primzahl“. = P(A)- P(B) + P(A) - 2.

P(I) = P(,66,75,84) = & = L. P(J)=P(,2,3,5 7= ¢
P(INJ)=P(,75) = & = & # & = P(I)- P(J), alsol und.J abHangig.

86 48

[ERYER
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11. KlasseUbungsaufgaben 11

Gebrochen-rationale Funktionen, imz — zy |01

Weitere Beispiele und Aufgabern grund87.pdf, grund109.pdf, grund100.pdf, ueb87.pdf,
ueb105.pdf Aufgabe 6, ueb107.pdf Aufgaben 5/6, ueb109.pdf Aufgabe 3 und ueb100.pdf.
20— 1

22+ 5

Berechnen Sigggriof(x) Undxli_rgliof(x).

Fertigen Sie eine grobe Skizze des Funktionsgraphen.

1. Gegebenisf(z) =

2. Formulieren Sie, was die Vielfachheit einer Polstélber Vorzeichenwechsel an dieser
Stelle bedeutet. Untersuchen Sie die folgenden Beispiele:

O — O hlr) =~ © o) =
= 3 18 + 27 A PPNREE W T a7
Ordnen Sie die folgenden Graphen diesen drei Funktionstermen zu:
A Y B LY C : Yy

1 1 J/ 1}

— ‘//0 . — 5 - : — / —5—

3. Rechnen Sie durch Faktor;siereQn direkt sowie mit Hilfe ddvlethode nach, dass
) . x° —x 1
(siehe grundlll.pdi)kxlxio 572 5 = 1"

- . 2:172 B 2
4. Berechnen Sielir f(z) = 23542
xTre — o

sierte Form und die Vorzeichenbereiche an und untersuchen Sie das Verhalten an der
Definitionslickez = 1 mit der h-Methode.

die Definitionslicken, geben Sie die faktori-

5. Geben Sie alle Asymptoten an:

z? —4 z? —4
(a) f(x)—m (b)f(x)—$2+8x
3 + 8x 12z
© f(x) a2 —4 _x+x2—4
(Uberzeugen Sie sich davon, dass die hier angegebene Umformung richtig ist!)
1 T2? — 62 — 3
(d) f(z) = —— = V2430 ©)f(@) = ——,—
L . : —2x% + 50
6. Gegeben ist die Funktionenschar mit dem ParameteiR durchf,(x)= e
(a) Untersuchen Si¢, auf Definitionsbereich und Nullstellen.
Geben Sie den Schnittpunkt mit dery-Achse an.
(b) Berechnen Sie lim f(z), soferna < 0.
z—+/—a30
(c) Fertigen Sie eine Skizze der Funktionsgraphénd = —25, a = —16 und

a = 25.
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11. KlasseUbungsaufgaben

11

Differenzieren

02

1. Gegeben sind die folgenden Funktionsterme:
o fi(z)=2a*—16
o fo(x) = —2x+6
° fg(.f[,') =

. f4 x) = (x 1)(z*+2+7) (Vorsicht: Produkte erfordern vor dem Differenzieren
ein Ausmultiplizieren [oder die Anwendung der Produktregetjrund115.pdf])

(a) Berechnen Sie die Ableitungen.

(b) Berechnen Sie die Steigung der Tangenten in den Schnittpunkten mit den Koor-

dinatenachsen.

2. Untersuchen Sie in den folgendeallen die Bedeutung der Ableitung:

(@) f(x) = Geschwindigkeit zur Zeit.

(b) f(z) = Volumen eines Wirfels, dessen Seiteafthen vom Wirfel-Mittelpunkt

den Abstand: haben (somit Wirfel-Kantennge2z).
3. Untersuchen Sie auf Differenzierbarkeftz) = |32 + 1|

4. Erganzen Sie die folgende Tabelle mit Stammfunktionen:
flz) |1 x 2 2 a"
F(x) | sttt

Geben Sie dann die Stammfunktions-Termef¢u) = 72 — 8x — 1 an.

5. Gegeben ist der nebenstehende Graph einer Funktion | Yy
Ermitteln Sie graphisch die Form des Graphen zur Ab- | 2+ f
leitungsfunktionf’. \ /\
Skizzieren Sie ferner umgekehrt die Gestalt des Gra- \/
phen einer StammfunktioR. 0 PR
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11. KlasseUbungsaufgaben 11

Tangenten, Extrema, Newton-Verfahren 03

1. Gegeben ist der Funktionsterfigqx) = z* + 23 + 22 + 8z — 48.
Bestimmen Sie die Gleichung der Tangente an die Kurve im PBOKE).
Bestimmen Sie die Gleichung der Normalen der Kurve im P@jikt1|7).

2. Prufen Sie, ob die Gerade mjtz) = £z + 2 eine Tangente afi(z) = 2* — 3z + 2
ist!

3. Gegeben sing(z) = 2% + 2z + 2 undg(z) = 2 — 4x + 5.

Bestimmen Sie den Winkel, unter dem sich die Funktionsgraphen schneiden; berech-
nen Sie hierzu die Steigungen; und m, im Schnittpunkt und verwenden Sie an-
schlieBendn; = tan oy, me = tan ay, um den Schnittwinkel der Tangenten zu ermit-
teln (Skizze!).

4. Untersuchen Sie die folgenden Funktionen auf Nullstellen, Monotonie und Extrema.
Dabei bemerken Sie: Bei einer doppelten Nullstelle (also ohne Vorzeichenwechsel)
hat man eine Béhrung derc-Achse und somit gleich eine Kontrollarfden rachsten
Schritt, da hier dann ein Extremum vorliegen muss. Unter welchem Winkel schneidet
in den anderen Nullstellen der Graph di\chse?

(@) f(x) = z* — 42® + 622
(b) f(z) = 2* — 922

5. Ermitteln Sie mit dem Newton-Verfahretirff(z) = ;2 — z — 3 mit Startwertz, = 5

einen Naherungswertifr eine Nullstelle. BEhren Sie zwei Iterationsschritte durch.

6. In jedem Dreieck gilt der cos-SatZ = a? + b> — 2ab cos 7.
Wendet man diesen Satz auf ein Dreieckmit 45°,b = 1 und
variabler Seite: = = an, so erlt man wegemos 45° = V2 b=1

2
c:\/a:2+12—21:-1-§:\/x2—\/§a:+1.
Die Seite ¢ ist also dann besonders lang, wenn sehr
grol3 ist, denn dieser Wurzel-Term ist ums@fer/kleiner, je
groRRer/kleiner der Radikand ist.
Um herauszufinden, wie lang die Seitenindestens ist, gégt es also, ein Minimum
von f(x) = 2® — v/2z + 1 zu finden.

Finden Sie den Scheitel vofidurch Differenzieren und zeigen Sie auf diese Weise,
dass @ir das Dreieck in diesem Extremalfall= a = 72 gilt; das Dreieck ist dann
somit ein gleichschenklig-rechtwinkliges Dreiegk#élbes Quadrat’).
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11. KlasseUbungsaufgaben 11

Wurzelfunktion, Umkehrung, Parameter 04

. Gegeben ist die Funktion mft(x) = /16 — z2.

Geben Sie den maximalen Definitionsbereich an, zeichnen Sie den Funktionsgraphen
und begiinden Sie, dass sich tathlich genau ein Halbkreis ergibt, also eine Figur,
deren Punkte alle den gleichen Abstand vom Mittelpunkt haben.

. Skizzieren Sie die Umkehrfunktion zf{z) = 2* — 4z + 5, Dy =] — o0; 2] (siehe
grund114.pdf), amlich f~!(z) =2 — Vo — 1, D1 = [1; 00],

(a) indem Sie beschreiben, wje! durch Verschiebungen und Streckungen aus der
gewdhnlichen Wurzelfunktion miy = /x hervorgeht,
(b) durch Spiegelung an der Winkelhalbierenden des I./Ill. Quadranten.

(c) Beschreiben Sie den Zusammenhang zwischen der Steiffngin dem auf
dem Graphen vorf liegenden Punkfa|b) und der Steigungf—')'(b) im ent-
sprechenden Punkt der Umkehrfunktion.

. Berechnen Sie den Term der Umkehrfunktigii) = z—j

. Beim Funktionstermy (z) = 2 + 5z + 7 ist zwar die explizite Angabe des Terms

der Umkehrfunktion (zumindest mit Schulmethoden) niclitgich; trotzdem kann
gesagt werden, dass die dadurch gegebene Funktion umkehrbar ist, und zwar mit Hilfe
der Steigung. &hren Sie diese Betrachtung durch!

. Gegeben sind die Funktionenschfamit f;.(z) = 2kz + 3 mit dem Parameter € IR
und die Parabel mit p(z) = x> — 2z + 5.
Welche der Geraden ist parallel zur Tangente &n PunktQ(2|5)?
. Gegeben ist die Funktionenschamit f,(z) = 2% — 22% — 92 + 5(a + 1) mit dem
negativen Parameter< 0.

(a) Untersuchen Sie die Lage des Maximums!

(b) Zeigen Sie, dass die Maxima aller Scharkurven auf einer Geraden liegen, und
geben Sie deren Gleichung an.
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11. KlasseUbungsaufgaben 11

Differentiationsregeln 05

1. Differenzieren Sie:

(@) f(x) = 2% cos(x)

2

x
CICE ==
(€) f(x) =tanz = iiz

(d) f(z) = Ve+1

© f(x) =sin ")
O ()= 5
@ f() = (72— 1)t 2~
") ()= 5
20 +1

(i) f(z) = (2r — 1)

2. Differenzieren Sie und betrachten Sie den Definitionsbereichf¢ohund f'(z):
fa) = VI— 42

3. Differenzieren Sief(z) = ﬁ fertigen Sie eine Skizze und zeichnen Sie darin die
Tangente im Punkt0|1) (mit Steigung/’(0)) ein.
In der Nahe dieses Punktes stimmen Funktion und Tangente iébeeein. Welche
Naherung ergibt sich damit?

Diese Naherung wird in der Relatiatstheorie beitigt. Dabei istz = (2)?, und man
betrachtet” = mc? mit der relativistischen Masse = ——2

V1-(v/e)?

Was liefert dann die Anwendung der obigealérung?

4. Bestimmen Sieifr f(z) = 1z + cos(2z), Dy = [0; 7], die steilste Stelle des Graphen.

5. Betrachten Sielfr

y

] Y
-2
flw)="~a
Definitionsbereich, Verhalten in derdle der 14
Definitionslicke, Nullstellen, Extrema und Mo- \
notonie und begtigen Sie damit die Gestalt des 0 1 -

nebenstehend dargestellten Graphen.
Wie verhalt sich dieseriir z — +00?

A
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11. KlasseUbungsaufgaben 11

e-Funktion 06

1. Differenzieren Sie:

(2)
(b) fo(z) ="
(©) fs(z) = (2* —2)e”
(d) fi(z) = <
(&) fs(x) = e
(f) fo(x) = wesne

2. Finden Sie Stammfunktionen:

(@) f(z) = 3>
(b) g(x) = 6>+
(©) h(z) = 2ze™™

3. Losen Sie die folgenden Gleichungen:

(@ e* =10

(b) (11x — 12)el¥*"11 =0
(c) bre® + (22 +4)e* =0
(d) e?* = 3¢

4. (Abwandlung einer Aufgabe aus dem Grundkurs-Abitur Baddim#Wmberg 1992)
Kraftfahrzeuge erzeugten weltweit 1990 ca. 2,75 Milliarden Tonnep. ©@r CG;-

Ausstol3g(t) in Milliarden Tonnen zur Zeit (in Jahren nach 1990) soll zachst be-
schrieben werden durefit) = 2,75 - a'.

(a) Geben Siex an, wenn der C@Ausstol3 ahrlich um 2,1 % steigt. Wie grol3 ist
dann der C@Ausstol? im Jahr 20307

(b) Schreiben Sie den Funktionsterm auch in der Fgtm = 2,75¢*. Berechnen
Sieg’(40) und geben Sie die anschauliche Bedeutung diesaR&an.

(c) Nun soll der CQ-AusstoR beschrieben werden dufgh) = 4,17 — 1,42¢~ %0411,
Zeigen Sie, dass siclifdiesen Term die (ung&ir) gleichen Startbedingungen®
h(0) = ¢(0) und #'(0) ~ ¢'(0) ergeben. Welcher Unterschied ergibt sich bei
dieser Modellierung auf lange Sicht?

5. Untersuchen Sig'(z) = (0,5 — z)e'~* auf Nullstellen, Extrema und Verhalten im
Unendlichen.

Skizzieren Sie den Funktionsgraphen mit Hilfe der bisherigen Ergebnisse und der Wer-

te £(0) und f(1).
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11. KlasseUbungsaufgaben 11

In-Funktion 07
1. Differenzieren Sie und bestimmen Sie den Definitionsbereich:
(@) fi(x) = In(4z + 10) (d) fi(x) = (z —e)Inzx
(b) falz) = In(—2) (e) fo(x) = In (2£7)
(€) f3(z) = 3In(2?) ) fo(z) =e® - In(7 — 2)

2. Bestitigen Sie durch Differenzieren, dag§x) = xIlnz — x + C' Stammfunktion
von f(x) = Inx ist, und finden Sie durch Anwenden entsprechender Rechenregeln
Stammfunktion und Ableitung voh(z) = log,, .

3. Finden Sie Stammfunktionen:
@ flx)y=2-1 (b) g(x) = 25+

4. Losen Sie die folgenden (Un-)Gleichungen:

(@) Inz = —2 (b) In(22 — 1) = 10 (€)1 —0,99° > 0,9
5. Begiinden Sie mit Hilfe der Ableitung, dass die Funktigitz) = In (ﬁ)
D =]1; oo[, umkehrbar ist.
Bestimmen Sie den Term der Umkehrfunktion.
6. Untersuchen Si¢(z) = (z+2) In = auf Definitionsbereich, Nullstellen und Verhalten
an den Rindern des Definitionsbereichs.
Berechnen Sie die Gleichung der Tangente im P(2ik}.

Begtinden Sie, welcher der folgenden Graphen zur Funktigelort. Welche knn-
ten Stammfunktionen voii darstellen?
A Y B ¥ C Y

Zeigen Sie, dass durdi(z) = (0,522 + 2x) Inz — 0,252 — 22 eine Stammfunktion
von f gegeben ist, und berechnen SI'BOEOF(:c).
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11. KlasseUbungsaufgaben

11

Steckbriefaufgabe, Optimierung

08

1. Berechnen Sie die Gleichung der Geraden durch die Pufkg912|2013) und

Q(2015[2014)

. Berechnen Sie den Term einer Polynomfunktion 3. Grades mit waagrechter Tangente
im Punkt(1] — 64) und Nullstellex = 5, die durch den Punk0| — 65) geht.

[Zur Kontrolle: f(x) = 2® — 32% + 3z — 65]
Zeigen Sie, dass es keine weitere Nullstellen gibt.

. Bestimmen Sie mit dem Ansafz) = (z + a)e*® den Term einer Funktion, die die
y-Achse beiy = 1 mit Steigung 3 schneidet.

. An eine hohe Hauswand, vor der wie in nebenstehender (nicht
malf3getreuer) Skizze ein 1 m breiter und 8 m hoher Anbau
steht, soll wie in der Skizze einedglichst kurze Leiter ge-
lehnt werden.

In welcher Entfernung vom Hochhaus ist der untere Purikt
der Leiter zu viaahlen? i

T

. In der Wahrscheinlichkeitsrechnung wird gelegentlich das Produkt der Wahrschein-
lichkeit p (€ [0; 1]) mit der Gegenwahrscheinlichkeit= 1 — p berbtigt.

Wann ist dieses Produkt besonders grof3/klein?
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11. KlasseUbungsaufgaben 11

Koordinatengeometrie: Vektoren 09

1. Gegeben st die PyramideBC'S durch die Punktel(5/0]0), B(3]4|1), C(1,5|—2/2,5)
undS(3]2]5), die von den Vektoreld = AB, = AC undw = AS aufgespannt wird.
M sei der Mittelpunkt vorfAB], der PunktI teile die StreckgC B] im Verhaltnis
2:1,d. h.esistﬁng—é

(a) Berechnen Sie die Koordinaten der PunkfeundT".
(b) Stellen Sie die Situation in einem Koordinatensystem zeichnerisch dar.
(c) Berechnen Sie das Volumen der Pyramitl8C'S und der Pyramidé/ BT'S.
(d) Drucken Sie den Vektdr'S durchi, #, @ aus (d. h. in Form einer sog. Linear-
kombination\ o + A¥ + A3w). Tipp: TS=TB+BA+...
2. Gegeben ist das DreieckBD mit A(—1| — 1|1), B(2| — 2|1) und D(2,5| — 0,5|1).

(a) Berechnen Sie diedngen der drei Seiten und die drei Innenwinkel.

(b) Ermitteln Sie die Koordinaten eines Punkt€sso dassABC'D ein Parallelo-
gramm ist.

(c) Berechnen Sie das Vektorprodl@ x AD. Welche Bedeutung hat dieses Vek-
torprodukt? Warum war die besondere Lage dieses Vektors bereits aus den gege-
benen Koordinaten ersichtlich?

(d) Das DreieckABD wird nun in diex;zs-Grundebene projiziert und somit jetzt
das Dreieckd’B’D’ mit A’'(—1| — 1), B'(2| — 2), D'(2,5] — 0,5) betrachtet.
Welche besondere Rolle spielirfdieses Dreieck der Kreis mit der Gleichung
(z1 —0,75)* + (z9 + 0,75)? = %?

3. Geben Sie die Gleichung der Kugel um(3| — 5/0) mit Radius 6 an, und fpifen Sie,
ob der Ursprun@)(0|0|0) innerhalb, auf oder au3erhalb der Kugel liegt.

4 —2
4. Berechnen Sie den Winkel zwischen den Vektoreti = ( 3 ) undb = ( 2 )
0 1
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11. KlasseUbungsaufgaben 11

Wahrscheinlichkeit, Unabhangigkeit 10

1. Die folgenden drei Kolmogorow-Axiome sindif Wahrscheinlichkeiten fundamental:

(1) P(Q2) =1,
(2) P(E) > 0 fur alle Ereignissé?,
(3) P(Ey U Ey) = P(Ey) + P(E,) fur alle Ereignissé’y, E; mit £y N Ey = {}.

Folgern Sie nur aus (1)—(3) die RechenreBeéA U B) = P(A)+ P(B) — P(AN B).

. Bei einer Verkehrskontrolle wird ein Fahrrad alifg herausgegriffen und auf Funk-
tionsfahigkeit von Vorder- bzw. Bcklicht untersucht. Die Wahrscheinlichkeit, dass
zwar das Vorder-, aber nicht dadiéklicht funktioniert, betrag®,057. Die Wahr-
scheinlichkeit, ein Fahrrad mit defektentiéklicht herauszugreifen, sejo6.

(a) Die Wahrscheinlichkeit, dass mindestens eines der beiden Lichter defekt ist, sei
0,09. Zeigen Sie, dass dann in Hinblick auf die Funktiéimsgkeit Vorder- und
Rucklicht nicht unabhngig sind.

(b) Berechnen Sie, wie grol3 die Wahrscheinlichkéitrhindestens einen der beiden
Defekte sein riisste, damit sich UnaBhgigkeit ergibt.

. Es werden die Essengwsche der Besucher einer Kantine betrachtet, in der unter an-
derem Currywurst angeboten wird. Sei ,Spatestens derte Besucher winscht Cur-
rywurst‘. Es seiP(E;) = 1 — 0,6,

Formulieren SigZ; und E5; N E4 in Worten; berechnen Sie die Wahrscheinlichkeiten.
. Fur zwei Ereignissel und B gelte P(4) = 0,4, P(ANB) = ZundP(B) = 5.
Berechnen Si”(A U B). P(A) P(A)
Stellen Sie die Wahrscheinlichkeiten in einem Diagramp B p(A N B)
der nebenstehenden Art dar, in dem die Wahrscheinlichkei-
ten durch entsprechend grol3é&éteninhalte wiedergege-
ben sind. Woran erkennt man, ob Unabbigkeit vorliegt? £(5)

. (Aus dem Abitur 1988)

Zu jedem Ziffernschloss géint eine,, Geheimzahl“, mit der das Schlossajmet wer-

den kann. Im Folgenden werden als Geheimzahlen vierstellige Zahlen verwendet, die
aus den Ziffern 1 bis einschlie3lich 7 gebildet werdéniken. Dabei wird die Produk-

tion so gesteuert, dass alléglichen Geheimzahlen gleichwahrscheinlich sind.

Betrachtet werden die Ereignisse
7 ,Die Geheimzahl entilt genau zwei gleiche Ziffern“ und
U: ,Die Geheimzahl besteht nur aus ungeraden Ziffern®

(a) Berechnen Sié’(Z2).
(b) Sind die Ereigniss& undU unablangig? Beginden Sie lhre Antwort.

(c) Mit welcher Wahrscheinlichkeit eéft man ein Element aus, wenn man nur
aus den Elementen van zufallig ausvahlt?
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11. KlasseUbungsaufgaben 11

Kompakt- Uberblick zum Grundwissen K

10.

. Gebrochen-rationale Funktionen, lim— x, (siehe auch grund111.pdf)

Untersuchen Sie das Verhalten an dem&ern des Definitionsbereichs und fertigen

Sie eine Skizzef(z) = %

. Differenzieren (siehe auch grund112.pdf)

(a) Begirinden Sie anschaulich, warum die Funkttomit b(z) = |z — 11| nicht
differenzierbar ist.

(b) Berechnen Sig'(x) fur f(z) = —2% + 7o + 7.

(c) Berechnen Sig'(x) fur f(z) = az® + ba? + cx + d.

Tangenten, Extrema, Newton-Verfahren (siehe auch grund113.pdf)

Berechnen Sidlfr f(x) = 223 — 122+ 25z — 20 die Gleichung der Tangente im Punkt
P(1]7). Untersuchen Si¢ auf Extrema und Monotonie. Wiedkinte eine Nullstelle
von f naherungsweise berechnet werden?

. Wurzelfunktion, Umkehrung, Parameter (siehe auch grund114.pdf)

Bestimmen Sie zy,(z) = Vaz? 4+ x + 2 (mit dem reellen Paramete) fur a > £
Lage und Art des Extremums in ABhgigkeit vona und fur ¢ = 0 den Term der
Umkehrfunktion.

. Differentiationsregeln (siehe auch grund115.pdf)

Differenzieren Sief,(z) = (22 — 6) sinz, fo(z) = cos(v/z — &) und f3(z) = ﬁ
e-Funktion (siehe auch grund116.pdf)

Untersuchen Sidif f(z) = 2¢%°* — z: Verhalten im Unendlichen, Extrema (Lage und
Art), Wertebereich, Skizze. Gibt es Nullstellen?

. In-Funktion (siehe auch grund117.pdf):

Bestimmen SieD, Nullstellen undf’(z) fur f(z) = In(—4 — 2z)

Steckbriefaufgabe, Optimierung (siehe auch grund118.pdf) ot/
Stellen Sie @ir nebenstehenden Graphen (mit M&R) und /1 \/
Min(%@—?)) ein Gleichungssystem auf zur Berechnung des Terms ei-
ner ganzrationalen Funktion dritten Grades (siehe Aufgabe 2 (c)); O
Es ergibt sichy (x) = 2° —222+2. Stellen Sie den Ansatz auf zur Be-

rechnung des Punktes im ersten Quadranten mit kleinstem Abstand vom Ursprung.

YtMax

. Koordinatengeometrie: Vektoren (siehe auch grund119.pdf) a

Zeigen Sie, dass durcA(2| — 3|0), B(22(9]9), D(17| — 19| — 12), g
E(2|12] — 20) die Ecken eine Wirfels ABCDEFGH gegeben sind, | |p
indem Sie zeigen, das$B = AD = AE, und dassA3, AD und AE A
aufeinander senkrecht stehen.

Berechnen Sie die Koordinaten des PunkiesNelche Bedeutung hatB x AD?
Berechnen Sie den Winkel zwischenAB und AG.

Wahrscheinlichkeit, Unal@ngigkeit (siehe auch grund110.pdf)

Es wird zweimal mit einem sechsseitigeniviel gewirfelt, der auf einer Seite die
Zahl —2, auf einer Seite die Zaht1, auf zwei Seiten die ZaHl und auf zwei Seiten
die Zahl2 tragt. Zeigen Sie, dass die Ereignis$e,Augensumme 0* und: ,Erste
Zahl hat Betrag 1" unalingig sind.
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11. Klasse Losungen 11

Gebrochen-rationale Funktionen, imz — z, |01

. Faktorisierenf(z) = 2= = 295@&5;). \ /@1
" _1 ) S ———
LR )= o T 5 o/ g
” 11 ” —
A f@) = ey e N

. Bei einer Polstelle ungerader Vielfachheit&thman einen Vorzeichenwechsel (Vzw);
bei gerader Vielfachheit liegt bei Adherung von links und von rechts das gleiche
Vorzeichen vor. Definitioni;‘lcke ist in allen gegebenen Beispielen- —3.

@) f(z) = x+3 . Polstelle 2. Ordnung, kein Vzw.lim  f(z) = e R
(b) f(z) = W' Polstelle 3. Ordnung, Vzw. hm f(x) _ I—g e

(©) f(2) = {5H 50s- Polstelle L. Ordnung, Vzw.lim  f(x) =" 55" — Foo
Damit ergibt sich: Abbildung A isf;, B ist f;, C |stf3.

. . .. 22 (rx—1 2 » 140)2 7 1

. Direkt mit Faktorisierenyf(x) = 2(“(1)@11) = sy zl—{rfiof( ) = 2-E1io)+1) _ 1
} IS i =i — i (ERP=(h)?
h-Methode ohne Fakton&eregEﬂOf(x) = }ILE% f(l+h)= ]lané I =
1+3h+3h2£h3—1F2h—h% _ I; h(£1+2h+h?) — lim 414204k _ A1 _ 1

- }lllﬂ% 2(1£2h+h2)—2 hoo  h(E4+2h) hoo  E4+2h |
. Definitionslicken:z? — 3z + 2 = 0 ergibtz; = 2, 25 = 1.

Faktorisierte Formy (z) = 2&tble=l) _ 2(+])

(z—2)(z—1) z—2
\Vorzeichenbereiche: />0 . f<0 = f<0 . f>0
—1 1 2
Nullstelle hebbare Defilcke Def.lucke
2(14h)2 -2 +4h+2h% _ q: h(£4+2h) _ +4+42h
rgﬂof( ) - 111% (1£+h)2—3(1+h)+2 ;llli% JFhih2 o ilz—>0 h(F1+h) }ILL% JFl—:h =—4
f(x) Senkrechte Asymptote (Pol) Asymptote it — +oo

(a) % z=0 Waagrechty = 0

(b) 2D z=0undz = —8 Waagrechty = 1

© =+ oy «=-2undz=2 Schiag:y = =

(d) 3:6—\[4— - z=1 Schig:y = 3z — V2

7 _ AN,
(e) —x—3—% x=0 Schag:y = 52 — 3
z z(z?— z P—drt12z 2348z (22
Zu (C) f( ) =z + 1122 1 (332_44) + ;22_4 = $42_—212 = $2+_84 = (33452)(;8)2)

(a) Definitionsbereich: Nenner? + a = 0, alsoz? = —a Ilefert Dfa = R, falls
a>0,undDy, = R\{£y/—a}, fallsa < 0. _. 2_ f f_16
Nullstellen: Zahler—2z* + 50 = 0 liefert z; » = £5. L
Einsetzen von: = 0 ergibtY, (0[22) (a # 0). 0 5

e : . _ —2(z+5)(z—5) f-2s

(b) Faktorisierentira < 0: f,(x) = CERYar rayaryt ) .

_ " —2(y/=a%0+5)(v/=a+0-5) " _ " —2(y/—a+5)(v/—a—5)"
%li%i fo?) = Tatvovatv-e = (2V=a)(%0) — +09,

denn fir —25 < a < 0 ist /—a — 5 negativ, der Ahler insgesamt also positiv.
(c) Man beachte, das »;(z) = 222 — _omit D, ,. = R\{£5}.

225
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11. Klasse Losungen 11

Differenzieren 02

1. Schnittpunkte mit der-Achse (Nullstellen) ergeben sich afiér) = 0 und sind im
Folgenden mitV; bezeichnet. Der Schnittpunkt mit der y-Achse ergibt sich durch
Berechnung vorf (0).

@ o fi(z) =42’ o fi(x) =
o fi(x)=—x—2 o fi(x) =23+ 6z —7,alsof;(z) = 32> +6
(b) e Ni(—2]0), N2(2|0); Steigungeny;(—2) = —32, f{(2) = 32.
Y (0| — 16); Steigungf;(0) = 0 (waagrechte Tangente).
e N;(2]0), N2(—6]0); Steigungenyfs(2) = —4, f5(—6) = 4.
Y'(0/6); Steigung:f}(0) = —2.
e f3ist eine Parallele zur-Achse und hat keine Nullstellen.
Y (0|11); Steigung:f;(0) =
e N;(1]0); Steigung:f;(1) = 9. Y (0| — 7); Steigung:f;(0) =

2. (a) f'(x) = Geschwindigkeitdnderung pro Zeit Beschleunigung zur Zeit.
(b) f(z) = (22)3 = 823, f'(x) = 242 = 6 - (2x)? = Oberfche der Wirfels.

Anschaulich istf(z + h) das Volumen eines Wffels, der auRen zaglich mit einer Haut der
Dicke h Uberzogen istf (z + h) — f(z) ist das Volumen der Haut. Dividert man dieses Volumen
durch die Dickeh, so erfalt man die Fhche.

1 1 1
1 _ 5T+ 1 ,falls§x+120 _ 5T+ 1 Jfallsz > —2
3. f(z) = [gz+1] { —(kr+1) ,fallslz+1<0 —lr—1 fallsz < -2
Die Funktion ist an der Stelle = —2 nicht differenzierbar, denn die Grenzwerte
li LCE24m=F(=2) 3(=24m)+1-0) _ undhm f(=2-h)—f(=2) _ —3(=2-h)-1-0 _ 1
h—0 h h h—0 —h —h 2

stimmen nichtiberein.

Anschaulichistf (z) = |5(z+2)| eine um 2 nach links und mit Faktor 2irRichtung
gestreckte Betragsfunktion, so dgsan der Stelle-2 einen Knick aufweist.

4. fx) |1 = a2* a° z"  Stammfunktionen zyi(x) = T2?—8x—1:
F(a:)’x su° ga® qat —Lant F()—? ——8 ——:L'—i—c also z. B.
(jleweils plus additive Konstantec) F(z) = — 422 y

5. Zur Ermittlung der Ableitung legt man an verschiedenen Punkten/\ 2 f/
des Graphen eine Tangente und bestimmt mit Hilfe eines Stei}
gungsdreiecks dessen Steigung. Die so gewonnenen Werte Wer- 1o 2
denin ein Koordinatensystem eingetragen. Soist z. Br bei—2 '
die Steigung 0 Punkt(—2|0)), ebenso bei ~ —0,8; beiz = 0
ist die Steigung etwa-4 (— Punkt(0| — 4))

;\ Eine Stammfunktion vory, also eine Funktior” mit F’ = f,

’ , muss firz €] — oo; —2[ (da der Graph vory dort oberhalb der

z-Achse verhuft) die Eigenschaft”(x) > 0 haben, also zuithst

.| steigend verlaufen. Bei = —2ist F'(-2) = f(—-2) = 0, also

\ | die Steigung dort 0; entsprechendatiman den weiteren Verlauf

J von F'. Neben der hier gezeichneten Stammfunktion sind ebenso
nach oben oder unten verschobene Graphenddarng naglich.
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11. Klasse Losungen 11
Tangenten, Extrema, Newton-Verfahren 03
1. 4.
f'(x) = 423 + 322 + 42 + 8 (@) Nullstellen: f(z) =x?(z? — 42 +6)=0:
Tangente: r1, = 0 (doppelt), keine weitere
y = f(1) = —36. Also P(1| — 36). Losung aus? — 4z + 6 = 0.
m = f'(1) =19 Extrema/Monotonie:
Ansatz fir die Tangentey = 19z + t. F(x) = 423 — 1222 + 12z

P einsetzen—36 = 19 -1 +t; t = —55.
Also Tangentey = 19z — 55.

Normale:

y=f(—1)=—-54. AlsoQ(—1] — 54).
Funktionssteigungn; = f/'(—1) =

Fur die Normalenstelgun@2 gilt my-my =

—1, alsom, = T;l =-1

Ansatz fir die Normaley = —3z + ¢

Q einsetzen—54 = —3 - (—1) +¢;t =
—541. Also Normaley = —sx — 543.

2.

Falls ein Beiihrpunkt vorliegt, muss dort
die Geradensteigung gleich der Funktions-
steigung seiny’(z) = f’( ):

E—39U -3 xl/g—j:—

Zusatzllch muss ein gemeinsamer Punkt
vorliegen, alsgy(z) = f(z) sein.

Furz,; = +§ ist (einsetzen, nachrechnen!)
dies nicht der Fall, dagegeiirfz, = —% ist
g(z2) = f(z2) = 2, so dass die Gerade im
Punkt(—3|22) Tangente des Funktionsgra-
phen ist. 5

Schnittstelle;f (x) = g(z) = = =
Steigungeny’(z) = 2a:+2 g( ) =2x—

f'(z) = 0:4z(2* — 3z + 3) = 0;
x1 = 0 (wie erwartet); keine weitere
Losung aus? — 3z + 3 = 0.

ff<0  f'>0

fallt o steigt

Min(0; 0)

Nullstellen: f(x) = z*(z* — 9) = 0;
x1/2 = 0 (doppelt),z3,4 = £3.

Extrema/Monotonie:

f'(x) = 423 —18x = 4z (2?—4,5) = 0;

r1 =0, x93 = £/4,5

f'<0 >0 f'<0,  f'>0

fallt _ 75 steigt( fallt /15 steigt
Min Max Min

Min(£+/4,5| — 20,25), Max(0|0)

Schnittwinkel bei der Nullstelle = 3:
m=f(3) =4-33-18-3 = 54 =
tan o, alsoa ~ 88,94°,
Achsensymmetrie vonf, daher bei
x = —3 Schnittwinkel—88,94°.

f’(x) =z—1
3 f (o)

1
2 Tangentensteigung (z)

= f(5) = 4,5, alsoPy(5/4,5).
= f/(5) = 4.

Erster N'aherungswert und neuer Startwert:

tana =m = a; ~ 71.6°, « %—7160. f/(z)
1 e 2 ) Zweiter Iteratlonsschrltt

GrolRerer
zwischen den Tan-
genteniay + |as| =
ap — ag = 71,6° +
71,6° = 143,2°.
Kleinerer
(Schnittwinkel):

36, &8°.
=2y

Winkel ¢,y = £(3.875)
gung f'(z;) =
Zweiter Naherungswert:

Ty = T, — J{W ~ 3,875 — 0525 ~ 3 6549.

Winkel 6-
fl(x) =2r —+v2=0. xz?.

©=180°—1432° = Dannistc = /22 — V22 + 1 =

~ 0,6328, Tangentenstei-
f'(3,875) = 2,875.

V2 _ 11 _ 2
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11. Klasse Losungen 11

Wurzelfunktion, Umkehrung, Parameter 04

6.

LY =7

. Definitionsbereich16 — 2% > 0, alsoz? < 16, alsoD; = [—4;4]. n

Abstand des Punktes|y) = (z|f(z)) = (2|v/16 — 22) vom f T fely)
Nullpunkt genal3 Pythagoras: 1 Ty

rzx/x2+y2=\/x2+(\/16—x2)2:\/m:4. 0|'” 1$ oy

(@) Wegen, —* wird die Wurzelfunktiony = /z an der ,, f
z-Achse gespiegelt, wegen — 1“ um 1 nach rechts  |¢4®
verschoben und wegen-2* um 2 in y-Richtung ver- | . ay
schoben. f

(b) Spiegeln anv: Aus z. B.(0,2|4,24) wird (4,24/|0,2).

(c) Eingezeichnet ist nebenstehend auch ein Steigungs- .
dreieck sowie das gespiegelte Steigungsdreieck. o ‘ﬁf*l
Dabei wird ausf’(0,2) = £% beim Spiegeln 0 5 e

(/7)(4.24) = 3%, allgemein alsd ')’ (b) = .

z—3 R\{—1 R\{1}. Den Wertebereich findet man mit Hilfe einer kleinen
p o €R\{-1},y € R\{1} Skizze oder im Laufe der Aufgaben-Bearbeitung.
Variablentauschr = 22,y € R\{—1}, z € R\{1}

y+1’
Auflosen (mit HN multiplizieren, gesuchte Variableri&te auf eine Seite):
ty+1)=y—3ay+or=y—33+r=y—ay;3+r=y(l—a);y=

Also: f~H(z) = 3*2, Dy = R\{1}, Wy = R\{-1}

. Fur die Umkehrbarkeit ist notwendig, dass man zu jede¥dert vonlV; genau einen

x-Wert hat. Wenn eine Funktion streng monoton ist, dann hat sie diese Eigenschatft.
Hier: f'(x) = 322 + 5 > 0 fir allez, also ist die Funktion streng monoton steigend
und somit umkehrbar.

. p/(z) = 2x — 2. Steigung der Tangente @: m = p/(2) = 2.

Steigung der Geraderfi (z) = 2k, diese mussifr Parallelifit gleich 2 sein:
2k = 2, alsok = 1.

@ fi(x) =% 322 -2 .20 - 9= 322 - Sz — 9. f/(z) =0 liefert:
S8 -4-5-(-9)
2

.3
a2

2
= (g + 2) -4, alsox, = 3a, 2 = —a.

T1/2 = o

Fur die Vorzeichenbereiche beachte man, dasdinks*
/>0 , ["<0, f">0,_ von-—aliegt, daa negativ ist, und dass die durch die Ab-
steigt 3a fllt —a steigt leitung f’ gegebene Parabel (Weggia > 0) nach oben

gebffnet ist, also die Vorzeichenabfolge- — +* hat.

Also Maximalsteller = 3a mit y-Wert f,(3a) = % - (3a)* — 2 - (3a)> = 9-3a +
5(a+1) = 27a — 27a — 27a + 5a + 5 = —24a + 5.

(b) Lost man die Gleichungif denz-Wert des Maximums: = 3a nacha auf (also
a = %) und setzt in die Gleichundif deny-Werty = —24a + 5 ein, so erQlt
many = —24 - 3 +5 = —8z + 5. Die Maxima liegen also alle auf der Geraden
y = —8x + 5.
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11. Klasse Losungen 11

Differentiationsregeln 05
1. (@) f'(z) = —2%sinz + 2w cosw (b) f'(x) = (thgiig);xm = (22””;1;)“;
(©) J/(x) = s sine(osing) _ oo stants _ 1 (@ /() = Lo
e f(z) = ( x),alsof'(z) = COS(217rZL‘) . 217r = icos(f)

)
() () =4+ (30 —2) alsof (@) =4+ (=1)- (30 = 2) -3 = — it
@ f'(z) = (Tz - 1) (=2)z 3 +4(Tx —1)3-7- 272 = (72—1)3(142+2)

2173
227 1 2x+1)-2
(h) f(z) =1 m o2 = —
: (22-1)2.2—(20+1)2(22—1)2 _ 2(22—1)—4(2z+1) _ —4z—6
(i) f'(x) = (23:—1)4 = (2z—1)3 = (2z—-1)3

2. f(z) = (1—42?)V? f/(z) = 3(1 — 42?) 72 - (—8a) = — 22

Fur die Wurzel muss — 42 > 0 gelten, alsa® < 1, alsoz € [—3; 3].
Da beif’ dieser Ausdruck im Nenner steht, ist dort sogar 422 > 0 zu verlangen.
Somit: Dy = [—3; 5] Dy =] — 3: 3]

3. fla)=(1—a)% (@) = —3(1 — )72 (=1) = (1 — @) /2,

f'(0) = 3, die Tangente hat also die Gleichung- ;2 + 1.
Naherung:

%%x—l-l

1 .
Fur kleinev/c, d. h. fur Geschwindigkeiten, die

% klein sind im Vergleich zur Lichtgeschwindigkeit
‘ ¢, gilt: B~ moc?(5(v/c)? + 1) = smov? + moc?

(Die Gesamtenergie setzt sich zusammen aus der
Ruheenergienyc? und der kinetischen Energie)

Anwendung aufy = mc? = myc?

4. Die Steigung vory ist gegeben durcl’(z) = 0,2 — sin(2z) - 2; f’ ist am gbliten,
wennsin am kleinsten ist, also wenim(2z) = —1,d. h.2z = 37, d. h.x = 2.

5. Verschiedene Schreibweiséir flen Funktionsterny (z) = 1 —2? = 1=2% = =1 42,
D =TR\{0}

hlilof(aj) =" 11" — +00 (Senkrechte Asymptote, Pol 1. Ordnung- 0)

Nullstelle: f(z) = 0:1 —2® =0,z =1
Extremum und Monotonief’(z) = —272 — 2z = —1-22°

x2

4

f()=0-1-223=0;20 = —

>0  ff<0  f'<0 Fir v — oo ist 1 — 0, also schmiegt

steigt —% fallt 0 fallt sich der Graph vorf(z) = = — 2? an die
Max ZD Parabely = —z? an.

(-5 - 392)
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11

e-Funktion 06
= (Fortsetzung 4.)
(@) fi(z) = 5e>3 (Kettenregel) (0) g(t)=2,75-1,021' =2,75 - £n(1021) —
b e~ (Kettenregel = 2,75et 1,021 — okt
o ( oel) mit & = In 1,021 ~ 0,021.
(c) f3($) (22 — 2)e® + 2xe® =

= (2% + 2z — 2)e” (Produktregel)

(e®+1)2e2% —(e2®—1)e®

(@ fifa) = S
= <2225 (Quotientenregel)

rsinx

(e) fi(x) =e
(f) fi(x) =1-e"" + xe™* . cosx =
= (1 + z cosx)esn?
((e) und (f) mit Produkt- und Kettenregel)

2.

- (sinx + z cos x)

(@) F(z)=e*+C (Probe durch Diffe-

o 3241 renzieren  beégtigt
(b) G(z)=2¢"""+C 4o Richtigkeit des
(c) H(z)= —e~ " 1 jeweiligen Ansatzes)

3.

(a) Beidseitiges Logarithmieren liefert:

r=In10~ 2,3

(b) Ein Produkt ist 0, wenn einer der Fak-

toren O ist, alsollxz — 12 = 0 oder
el¥r=14 — (: da die e-Funktion nie O
wird, bleibt nurz = 12

11°
(c) e* ausklammern(5z + z* +4)e® = 0.
Wieder kanne® nicht O werden, al-
so bleibtz? + 5z +4 = 0, x12 =

—SEVEAT alsor; = —1, x9 = —4.
(d) Wir schrelbene2m = (e*)?, bringen

alles auf eine Seite und klammeth

g(t) = 2,75 - In1,021 - 102 also

g/(40) — . eln1,021-40 ~ 0713

¢'(40) beschreibt dieAnderungsrate
im Jahr 2030, d.h. um wie viele Mil-
liarden Tonnen der COAusstol3 im

Jahr 2030 pro Jahr zunimmt.

h(0) = 2,75 = g(0).

¢(0) = 2,75 - 1n1,021 - 1 ~ 0,057,
R'(t) = —1,42 - (—0,041)e~ %0 also
R(0) = —1,42 - (—0,041) - 1 ~ ¢/(0).

Die Werte vong'(t) werden mit zu-
nehmendent immer gol3er, d. h. die
Kurve ¢ wird immer steiler; dage-
gen werden die (positiven) Werte von
R'(t) immer kleiner, d. h. die Kurvé
steigt zwar, wird aber immer flacher;
tlirélo g(t) — oo, aberh nahert sich ei-

nem Grenzwerttiim h(t) = 4,17.

()

5.
Nullstellen: f(z) = (0,5 — z)e!~* = 0;
e-Fkt. nicht 0, als®,5 — x = 0; x = 0,5.
Extrema: Produktregef/(x) = (—1)e!~* +
(0,5 —z)el - (=1) = (=1-05+x)e!™;
fl(x)=0;2=15. ff<0 , f'>0
fallt 1,5 steigt
Also Min (1,5] — e %) ~ (1,5] — 0,61).
Grenzwerte: lim (0,5 —z) ¢! ™* — +oo,
W_,v

T——00

aus:(e®)? — 3e” = 0; e*(e® — 3) = 0. Yo —too
Wieder e” nicht 0, alsoe” — 3 = 0, lim_ (0,5 — @v = 0 (denn e-Fkt. kon-
e =3, x=mh3~11. . —-oo 0
vergiert sérker); alsa; = 0 (z-Achse) waag-
4. rechte Asymptoteifr + — +o0.
(@) Zunahme um 2,1 % heif3t Mult. mit f(0)=0,5¢~1,36 f 4
a = 1,021, alsog(t) = 2,75-1,021t.  f(1)=-05 \
40 Jahre nach 1990 ergibt sich I

9(40) = 2,75 - 1,021%° ~ 6,31.

N
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In-Funktion 07
1. 5.
(@) D:4x +10 > 0; z > —2,5; f(x) =In(-*%5) =Inz —In(z - 1),
D =] = 2,5 00]. Pl =L T = e e
fi(z) = 433+10 4= 212+5 = i(xl—f) = x(xil) < Ofurallex € Dy =
(b) D: =z > 0; x < 0; D =] — 00;0]. ]1; 0], also istf in diesem Bereich streng
fila)==+=-(-1)=1 monoton fallend und daher umkehrbar.
(€) D: 4 > 0.2 £ 0; D = R\{0}. y =In(z%);
fa@) =3 5220 =2] Ty
(oder mitf3( ) =3 21n(z)) = lngy%);
(d) D:z >0, D =R" =|0; 00]. - y-1'
fila)=(x—c)-L+1-Inz -V =y
(e) D:v(z) = 252 > 0. z(e ~1)= y '
\orzeichenbereich@gl. grund107.pdf) y= £ fﬂ(x) _ efil
v>0 ,v<0, v>0
—2.5 1 6.
Also D =] — oo; —2,5[U]1; o0l. Dy =TR" =]0; 00].
fs(z) = In(2z + 5) — In(z — 1) Nullstellen: f(z) = (x 4+ 2)Inx = 0;
filr) = 52— 4 (x +2) =0 oderlnx = 0;

H D:7T—x>0,2<7,D=]—00;7|.
fol@) = e (<) +e (T —x)
((d) und (f) Ableitung mit Produktregel)

2.

Produktregel:
Fl(z)=zt+1-Inz—1=Inz = f(z)
h(z) = logyy o = {2, also
Stammfunktion (z) = - (rInz—2)+C

1
und Ableitungh’(z) = 5 - %

In

3.
(@) F(x)=2x 7lnx—|—0
(b) g(z) =31 =1 — 11272, also
G(z)=Inx+ 11x_1
4,
@) Inz = 2,2 =2
(b) In(z% — 1) =10; 22 — 1 = €l
ZL’1/2 = :i:\/ el0 +1

(c) 0,9 <1-0,99% 0,99 < 0,1;
In0,99* < In0,1; xIn0,99 < In0,1;

In0,1 .
T > o690 > 229.1...

x = —2 oderz = 1; da—2 nicht im Definiti-
onsbereich liegt, bleibt nur Nullstelle= 1.

i F(x) — —o; Jimy f() — ox.

Produktregelf’(z) = (z +2) - <
Tangente im PunkP(2;41n 2):
m=f'(2) =2+ 1n2.

Also Ansatzy = (2 + In2)x +t.
P:4In2 = (24+1In2)-2+t, alsot = 2In2—4.
Somit Tangentey = (2+1n2)z+2In2—4.

Aufgrund der Limites gebrt zu f der
Graph C. Sowohl A als auch die um 3 Ein-
heiten nach oben verschobene Funktion B
sind Stammfunktionen, da deren Steigungs-
verhalten durch das Vorzeichen vémichtig
beschrieben wird.

+1-Inx.

F ist Stammfunktion, denn (Produktregel):
F'(z) =

= (0,522 +22) 1+ (z+2)Inz — 0,50 —2 =

= (052 4+2)+ (z+2)Inz — 0,5z — 2 =
=(z+2)Inzx = f(x).

Jim F(z) = 0 (denn das Polynor, 522 +
2z konvergiert sarker als didn-Funktion).
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11. Klasse Losungen 11

Steckbriefaufgabe, Optimierung 08

i i _ y1i—y2 __ 2013-2014 _ 1 1
1. Steigungsdreieck: = I = 901t — 5 Ansatz alsoy = 3z +t

P einsetzen2013 = 1 - 2012 + ¢ = ¢ = 13421. Also Geradengly = sz + 13423.

2. Ansatzf(z) = ax® + bz* + cx + d, alsof'(z) = 3az? + 2bx + c.

Punkt(1| — 64), alsof(1) = —64:a+ b+ c+ d = —64.
Waagrechte Tangente bei= 1, alsof’(1) = 0: 3a + 2b+ ¢ = 0.
Nullstellex = 5, alsof(5) = 0: 125a + 25b + 5¢ + d = 0.
Punkt(0| — 65), alsof(0) = —65: d = —65.

Gleichungssystem nach EinsetzenAlso a = 1, also (aua + b = —1) b = —3,
vond = —65: also (aust +b+c=1)c=3.

a+b+c=1 |- (=1) |-(=5) Somitf(x)=a2>— 3z*+ 3z — 65.
3a+2b+c=0 |-1 Nullstellen: f(z) = 0, z; = 5, Polynomdivisi-
125a + 25b + 5¢ = 65 |- 1 on(z®—3z*+3x—65) : (r—5) = 2*+2x+13.
2a+b=—1 |- (—20) 22 4+ 2z + 13 = 0 liefert wegenzy/; =
120a +20b =60 |-1 —2EVIZATIS keine weiteren Nullstellen.

80a = 80.
3. f(x) = (z+a)eb®, also (Produktregel)’ (x) = 1-e"*+(x+a)e®®-b = (1+bxr+ab)e®.
Punkt(0,1), alsof(0) = 1: ae® = 1, alsoa = 1.
Steigung beir = 0 ist 3, alsof’(0) = 3: 1 + ab = 3.
Einsetzen vom = 1 liefertb = 2. Also f(z) = (x + 1)e**.
4. G: Zu minimieren: LeitedngeAF = /h? + 22
N: Dreieck ABF ahnlich zu DreieckCDF, also% = &0 d. h.

h _ 8
Tz z—1
A: Aus N folgth = 52, alsoAF = |/(52)2 + a2,

Dieser Ausdruck wird minimal, wenn degAgsdruQCk unter der Wurz

z z? 64z 422 (z—1 249243 16522
r(z) = (%)° +a® = Qi +o® = SeEnEE = s
moglichst klein ist.

. z—1)2 (423 —622+130z) — (z* — 223 +6522)-2(z—1 2z (23 —322432—65
D: /(z) = @0 + (x>_1§4 +652%)-2(z—1) _ 2a( (x_& )
((x — 1) kurzen, ZAhler zusammenfassely, ausklammern)

E:r'(x) = 0 liefert 2z (2®—322+32—65) = 0, alsor; = 0 oderz®—3z2+3x—65 = 0.
Die Nullstelle von letzterem Polynom kann mif = 5 ,,geraten* , . ,

. . . >0 <0 r">0
werden; weitere Nullstellen sind nicht vorhanden Aufgabe 3). steigt 0 &llt 5 steigt
Also istr und damit die LeitedngeAF minimal fur z = 5.

5. Zu optimierende Gi3e:pg = p(1—p) (Damit ist bereits im ersten Schritt auch die Nebenbe-
dingungg = 1 — p und das Ausdrcken durch nur eine

Umbenennung < p: f(z) = z(1 — z) = z — 22,z € [0; 1]. variable geschehen).
Differenzieren:f’(z) = 1 — 2. Extremwerte sucherf!(z) = 0; z = 3.
Da es sich bef um eine nach unten génete Parabel mit Nullstellen O und 1 handelt,
ist beiz = 7, also beip = ; das obige Produkt maximaldgmlichp(1 — p) = 3).
Wegen des Wertebereicfts 1] gibt es daneben noch Randminimapet 0 undp = 1

mit minimalem Werfp(1 — p) = 0.
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Koordinatengeometrie: Vektoren 09

1. (a) M = %45 alsoM(4]2/0,5). (b) s
CT = %C_é, d.h.T - C=2(B-C),also

= 1,5 3—-15 2,5
T:<—2>+§<4—(—2)>=< 2>,T(2,5|2|1,5).
2,5 1-25 1,5
(C) VABCS—HEXE Ozﬁ|
(D))
2,5 5
(£)-(%)
1,5 ) 2 =
18 5
AnalogVy prs = §|(MB x MT) o MS| =
(d) TS =TB+BA+AS = 1CB + BA+ AS =
:%(—mm—mw_—gﬁ—fww
2. (a)E:|,ﬁ|:|§—ﬁ|:’<—z> =9+ 1+0=10.

Analog BD = |D — B| = /0,25 + 2,25+ 0 = /2,5 = :V/10,
AD =|D — Al = /12,25 7 0,25 + 0 = /12,5 = 3V/2.

W~

1
6

—_

D=

g —24+3490] = 2.

I(5)-(3).»

CA+AB)+BA+ A4S =

o=3 (1B, 7D); m% BSHD02200 0 504, alson 26,6
3 =4 (BA, BD): cosf= ‘_AH@‘ = SBORELLIE00 ), als0f =90°.

Genal der Winkelsumme im Dreieck ist= 180° — a — (§ ~ 63,4°.

(b) DC=AB, alsoC=D+AD = <_o5> (_z>:(-?3?),a|soC(5,5\—1,5|1).

1 1

ABxAD=| - L) = ~ Die Lange 5 dieses Vektorprodukts ist die
©) 8 ( 0 ) 8 ( "0 ) ( 5 ) Flache des Parallelogramms3C'D.

Die z3-Richtung dieses Vektors musste sich ergebenA_B%x AD senkrecht
auf AL und AD steht, also senkrecht auf der Parallelogramiéchké, und dieses
liegt wegen der gemeinsameg-Koordinate in der zur:; z,-Grundebene paral-
lelen Ebeners = 1.
(d) A’B’'D’ ist ebenso wied BD ein rechtwinkliges Dreieck, dessen Ecken auf dem
Thaleskreisiber[A’ D'] liegen, also mit MittelpunkfiZ’(0,75| — 0,75) (ausM’ =
(A" + D)) und Radius = LAD' = 1 - 3y/2 = 2\/2 (alsor? = 25 . 2 = &),
3. (ZEl — 3)2 + (fL’Q — (-5))2 + (ZE3 — 0)2 = 62, aISO(ZEl — 3)2 + (fL’Q + 5)2 + lL‘% = 36
(bzw. ausquadriett? — 6z, + 22 + 10z + 22 = 2).
WegenMO = \/(—3)2 +52+0 = /34 < 6 liegt O innerhalb der Kugel.

Gob __ _ 4(=2)+32401 Ny o
AE = viererovatarT ~ —0:133, alsop ~ 97,7°.

4. cosp =
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11. Klasse Losungen 11
Wahrscheinlichkeit, Unabhangigkeit 10
1. Betrachtet man das nebenstehende Diagramm, so sieht man 0
AUB = (AN B)U B, wobei dannZ; N E; = {}, wende @o’

also Axiom fé) anPiil UB) = P(ANB)+ P(B).

Ebensoistd = (AN B) U (A N B) disjunkt und somit | i i

Er Es A ANB p
P(A)=P(ANB)+ P(ANB),alsoP(AN B) = P(A) — P(AN B).
Hieraus folgtP(A U B) = P(A) + P(B) — P(AN B).

2. (a) V: Vorderlicht defekt.R: Riicklicht defekt. 1% 1%
Vierfeldertafel: Man macht sich zuerst klar, R | 0,003 0,057 0,06
dass die W. von mindestens einem DefektR | 0,03 0,91| 0,94
P(R U V) durch drei der Felder gegeben ist, 0,033 0,967 1
so dassiir das vierte Feld>(RNV) = 1—0,09
bleibt. Zeilen- und spaltenweis@knen die restlichen Felder émgt werden.
Man erkennt die Abangigkeit:P(V')- P(R) = 0,033-0,06 # 0,003 = P(VNR).

(b) Im Fall von Unabkngigkeit niisste @ir die gegebene @Re gelten:
P(RNV) = P(R)-P(V), als00,057 = 0,06 - P(V), alsoP(V) = %%7 — 95,

0,06
alsoP(RNV) =0,94-0,95 = 0,893, alsoP(RUV) =1 — 0,893 = 0,107.
3. E5: ,Frihestens der 4. Besucheiimscht Currywurst’ odegDie ersten 3 Besucher
winschen nicht Currywurst.

E5 N Ey: ,Der vierte Besucher ist der erste, der Currywurghgcht”.

P(Es)=1— P(E3) =1—(1-0,6% = 0,216.
Es ist 5 Teilmenge vonE, und daher By

P(Es N E,) = P(E,) — P(Es) =1— 0,6 — (1 —0,6%) = 0,0864

4. PLAUB)=P(A)+ P(B)—P(AnB)=2+i-2 =1 A A
A, B unablangig: P(A) - P(B) = 2- 3 = 2 = P(AN B). B |

Im Bild ist dies daran erkennbar, dass gieilungslinie* auf gleicher B| —
Hohe verauft, was bedeutet, dass der Anteil deunter denA (also
Py(B) = ngaf)) gleich dem Anteil de3 unter der Gesamtmenge ist (°(13)).

5. (a) Q= {1111,...,7777}, also (ZAhlprinzip— grund55.pdf){Q2| = 7* = 2401.
Fur die Anordnungsiiiglichkeiten der gleichen Ziffern gibt es 6dglichkeiten
(11xy, 1x1y, 1xyl, x11y, x1yl, xyl11).
Es gibt 7 Mdglichkeiten fir die Wahl der beiden gleichen Ziffern, dann noch 6
Moglichkeiten fir die zweite und dann noch 5ddlichkeiten fir die dritte Ziffer.

Also |Z| =6-7-6-5= 1260, somitP(Z) = 1200 ~ 0, 525,

(b) Es gibt 4 ungerade Ziffern 1, 3, 5, 7, alggU) = 4 = 256
Entsprechend zu Teilaufgabe (erlegt manflU N Z| =6-4-3 -2 = 144.
P(UNZ) = 55 ~ 0,060, aberP(U) - P(Z) = 2% - 120 ~ 0,056. Also sind
U und Z abhangige Ereignisse.

(€) Py(U) = E552 = 4t ~ 0,114,
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11. Klasse Losungen

11

Kompakt- Uberblick zum Grundwissen

K

1.
r—3 ” 9 ”
D;=IR\{6}. E%rio(xﬁ,) =" 85" — Foo.
el 9
Y

Wegen,Zahlergrad = Nennergrad+1“ gibt es

eine schage Asymptote mit Term(x):

f(z) = ﬁ%ﬁg&-@ Y NPZ
~~ z—6
9(x) —0 fii\r;/—d:oo 6 - g
Skizze mit der (Ahler!) E
doppelten Nst: = 3: B T
2.

(a) b hat einen Knick beir = 11, so dass
dort die Tangente nicht definiert ist.

(b) f'(z) = -2z +T.

(€) f'(x) = 3ax? + 2bx + c.

3.

f'(z) = 62* — 24x + 25. P(1] — 5).
Tangentensteigung = /(1) =7
Tangenten-Ansatz = mx +t = Tx + t.

P einsetzen=5 = 7 + ¢, alsot = —12.
Somit Tangentg = 7x — 12.

Keine Extremay’(z) = 6x* —24zx+25 = 0,
alsox, ), = UETEAGR L Da f/(z) > 0
fur allex, |stf streng monoton steigend.
Nullstelle:
dann Iterationsformel siehe Merkhilfe)

4,
fa ist extremal, wenn der Radikang(x) =
axr® + x + 2 extremal ist (wegen > é eine

nach oben ga&ffnete Parabel mit Minimum).

r(z) = 2ax + 1 =0 liefertx = —--, somit
y = fu(— 1):\/432_2a+2—\/2__
Also Min(—41]4/2 — ).

Fura = 0: Funktlonsglelchung =z + 2.
Variablentauscht = /y + 2.

2?2 =y+2alsoy =22 —2 = f; ()

5.

fi(x) = 2sinz + (22 — 6) cos .

fy(w) = —(~ 4 —6-(~1)a™?) sin(Va-2)
fé(gj) = (= 1 ($(_ml)i>) 1) _ (;f—{)%

Newton-Verfahren (Startwert, alsoAD =

6.
lim (2e%°* —x)— o0, schige Asy = —x

r——00
—0
260,51

lim f(z)= lim ( L—1)- x — o0
T——+00 T——+00 « , et :
Fle) <0 . fle) > ﬂ
fallt 0 stelgt

Min(0|2)

Wy = [2; 00[. Keine Nullstellen.
7.

Dy —4 — 2:1; > 0, alsoDy =| — oo; —2[.
f’( )= 5 (-2) =35

NuIIsteIIe —4 -2z =¢ x="5C

8.

Max(0[2) liefert f(0) =2, d. h. d=2
undf’(O)_Odh c—O
Min: f(4) = 2,d.h.8 +16b+ ctd=

undf’()—Oth a—|—2 4ZH—C—O
Der Punkt mit klelnstem Abstand voo®
sei P(x|y). Suche Minimum vond(z)

VAT F 2 = /22 + (28 — 222 4 2)2.

9. 22 2 20
E:E—E:(g—(—:&)) (12),
90 9

AB| = V202 +122 + 9% = 25.
EbensodD = AE = 25.
ABoAD=20-15+12-(—16)+9-(—12) =0,
alsoAB L AD. EbensadB L AE, AD L AE.
G=D+AB+ AE ergibtG(37|8| — 23).
Vektor AB x AD steht aufAB und AD
senkrecht (also Vielfaches vo@), seine
Lange = Fache des davon aufgespannten
Parallelogramms (hier: QuadratBC' D).

oS ABoAG _ 20354121149-(-23) _ 1
I ’@‘ ‘m’ 25./352+1124(—23)2 V3’
alsop ~ 55°
10.

A={(-22),(-1,1),(1,-1),(2,-2)}, al-
_1.2,1.2,2. 1, 2. 1_2
SOP(A) =5 5+s 5 ts ats a9

P(B)=g§+§5=3
{_1,1) =



