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11. Klasse TOP 10 Mathematik 11

Gesamtes Grundwissen mit Ubungen G

Grundwissen Mathematik 11. Klasse: Die 10 wichtigsten Themen auf jeweils einer Seite!
Zum Wiederholen kann man die Ubungen des Kompakt-Uberblicks verwenden.

11/1  Gebrochen-rationale Funktionen, lim x — xq
11/2  Differenzieren

11/3  Tangenten, Extrema, Newton-Verfahren
11/4  Koordinatengeometrie: Vektoren

11/5  Wurzelfunktion, Umkehrung, Parameter
11/6  Differentiationsregeln

11/7  e-Funktion

11/8  In-Funktion

11/9  Wahrscheinlichkeit, Unabhéngigkeit
11/10  Steckbriefaufgabe, Optimierung

11/K  Kompakt-Uberblick zum Grundwissen
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11. Klasse TOP 10 Grundwissen 11

Gebrochen-rationale Funktionen, lim x — x; | 01

5 Differentiation von Bruchfunktionen — grund116.pdf, ueb116.pdf
T

T 2 +2
Definitionsliicke: Nenner 22 +2=0 ergibt z = —1, also Definitionsbereich D; = IR\{—1}.

Nullstelle: f(x) = 0 ergibt Zihler z* = 0, also /o = 0 (doppelt).

Verhalten in der Nihe der Definitionsliicke:
Mit dem Grenzwert hnll:to f(z) wird das rechts- bzw. linksseitige Verhalten der Funkti-
T——

Beispiel: f(z)

on in der Nihe der Definitionsliicken ermittelt, d. h. fiir z-Werte wie —0,99 (,,—1 plus ein
bisschen) bzw. —1,01 (,,—1 minus ein bisschen®).
Im Folgenden: Rechtsseitig (oberes Vorzeichen), linksseitig (unteres Vorzeichen)':
. . 2‘
Symbolisch notiert man-: (—1+0)? 11

i - -~ =" - _=
Hmfiof(x)T “1E0+1 g O E®

Man denke sich —1 = O fiir « eingesetzt
Wichtig ist hierbei, das Vorzeichen im Nenner zu betrachten und sich klar zu machen, dass
,,2 geteilt durch eine sehr kleine Zahl sehr grofl wird*.

Bedeutung: Der Graph hat die senkrechte Asymptote x = —1, hier wegen des Nenners
2z + 2 = 2(z + 1)* Pol erster Ordnung mit Vorzeichenwechsel (— ueb111.pdf, Aufgabe 2).
h-Methode:

Formal etwas sauberer als obige symbolische Notation ist das Einsetzen von —1 + h fiir z,

wobei h ,klein” ist:
lim () — lim f(—1 % h) = & (=1 =+ h)? Y 1+ 2h + A2
11m r) = 1im — = 11m = 1m —77
25140 h—0 h—>02(—1+h)+2 k0 +2h
(Hier sind wieder die Vorzeichen im Zahler (41, der Rest spielt keine Rolle, da sehr klein) und Nenner (£) zu
betrachten, um das Vorzeichen +o00 zu ermitteln.) Sy

— 00

Schriige Asymptote, wenn der Grad des Polynoms im Zéhler
um 1 groBer als der Grad des Polynoms im Nenner ist:

iion: — 2. _1 1 2 1 [
Polynomdivision: f(z) =2: (22 +2) =302 — 5+ 555 ; =
—— —— : -
g(z) —0 fiir z—4o00 S0 T
Somit ist g(z) = 22 — 5 der Term der schriigen Asymptote, an L

die sich der Graph im Unendlichen anschmiegt.

Spezialfall hebbarer Definitionsliicken:
Beispiel: h(z) = 5%

22 -2
Definitionsliicken: Nenner 222 — 2 = 0 liefert z = +1.
Nullstellen: Zihler 2* —2? = 2*(x—1) = 0 liefert 42 = 0 (doppelte Nullstelle) und 25 = 1
(keine Nullstelle, da Deﬁnitzionslijcke).
Hier ist wegen h(z) = 2(5 Jr(f';(_xlzl) = 2(;011) zwar wie oben bei der einenlDeﬁnitionslijcke

lim h(z) — $o0, aber bei der anderen Definitionsliicke lim h(z) = ;
z——1+0 z—14+0

(— uebl11.pdf, Aufgabe 3), so dass sich in der Nihe der Definitionsliicke
x = 1 die Funktionswerte dem Wert y = i ndhern.

Waagrechte Asymptote, wenn Grad des Zihler-Polynoms < Grad des Nenner-Polynom:s,
z.B. f(z) = 3= hat waagrechte Asymptote y = 1,5 (— grund87.pdf).

2x—

'Es empfiehlt sich, zuerst ,rechtsseitig* zu betrachten und dann fiir , linksseitig** mit Farbstift die Vorzeichen
an den entsprechenden Stellen zu dndern.

%Fiir diese symbolische Notation ist manchmal ein Faktorisieren des Funktionsterms notig, weitere Hinwei-
se — uebl11.pdf, Aufgabe 1.

Jpd 11 TPUNIS/EPJ-1qons mmm “YS-Kd DO
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11. Klasse TOP 10 Grundwissen 11

Differenzieren 02

Zweck: Das Differenzieren (Ableiten) einer Funktion f dient zur Betrachtung lokaler Ande-
rungsraten, d. h. zur Bestimmung der Steigung eines Funktionsgraphen.

Wihrend man mit der Sekante zwischen zwei Y
Graphen-Punkten P(z|f(z)) und Py (21| f(21))  f(a1)=
mit Hilfe des Differenzenquotienen flath)
— flz1) — f(x) (@)
rr—x f@)]
nur die durchschnittliche Anderung von f(z)
pro ,.Zeitabschnitt“ z; — x erhélt, erhdlt man R———

die lokale Anderungsrate, d. h. die Steigung der

Tangente an der Stelle , wenn man den Punkt bzw. anders ausgedriickt, indem man den
P, immer nidher zum Punkt P schiebt; d. h. die Abstand h zwischen den betrachteten x-
Tangentensteigung ist gegeben durch Werten ,.infinitesimal klein* macht:

fla1) — f(=) flexh)—f(z)

m = lim m = lim
r1—x+0 1 — T ’ h—0 +h

Die Ableitungsfunktion [’ gibt zu jedem z-Wert die Steigung m an dieser Stelle an:
o) = m i @ ED) ()
h—0 '

+h
Interpretation als Anderungsrate: Beispiele:
f(=) | f'(x)
Ort zur Zeit x Geschwindigkeit zur Zeit x

Anzahl Scheidungen bis zum Jahr | Scheidungsrate (Scheidungen pro Jahr) im Jahr x
Ableitung von Potenzfunktionen (weitere — grund116.pdf):

f(z) |Konstantec z 2 a* 2"

f'(x) ‘ 0 1 2z 32® na™ ! (alter Exponent ‘runter, neuer um 1 kleiner*)
Konstanten fallen bei Addition weg und bleiben bei Multiplikation erhalten; Summen und
Differenzen konnen gliedweise differenziert werden, z. B.

fle)=a*+7  fl(z)=4a2®

flz) =7z f(x) =7-42% = 2823
flx) =Tt + 22 f'(x) = 2823 + 2z
Differenzierbarkeit

Die Tangentensteigung an einer Stelle kann nicht bestimmt werden, wenn

der Funktionsgraph nicht glatt verlduft, sondern dort Spriinge oder Knicke /(%) m Ed

aufweist. Die Funktion ist dann nicht differenzierbar an dieser Stelle. 1
r, fallsxz >0

Beispiel: Betragsfunktion f(x) = |z| = e fallsz <0 o T
Stammfunktion Y ;
Umgekehrt ist eine Stammfunktion einer gegebenen Funktion f T /
eine Funktion F', deren Ableitung f ergibt: ‘1 7
") = F(x) =123 — 22

. ' ' E (:I:) _ f(x) . Dl(ffgren l TStammfunktlon
F ist daher nur bis auf eine additive Konstante bestimmt. zieren bilden
Beispiel: f(x) = z? hat die Stammfunktionen F.(z) = 32% + ¢, Jx)= (x)_ -
2. B. Fy(z) = 1a® oder Fy(x) = 12 + 5. 8

xZ

O[\}

Jpd'Z1 TPUNIS/EPJ-1qons mMmm “YS-Kd DO
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11. Klasse TOP 10 Grundwissen 11

Tangenten, Extrema, Newton-Verfahren 03

Tangenten an den Funktionsgraphen von f im Punkte P(x|y):

Zunichst bestimmt man den y-Wert durch Einsetzen von x in f(z).

Ansatz fiir die Tangentengleichung: y = mxz + ¢

Die Steigung m erhilt man mit der Ableitung an der Stelle z: m = f/(z).
Den y-Achsenabschnitt ¢ erhédlt man durch Einsetzen der Punktkoordinaten.
Beispiel: f(z) = 2? — 8z + 1, P(2|?).

y-Wert: f(2) = —11, also P(2| — 11).

Steigung: f'(x) = 2z — 8, f'(2) = —4. Also Tangente: y = —4x + t.

P einsetzen: —11 = —4 -2 4+t =t = —3. Also Tangente: y = —4x — 3.
Zum Aufstellen der Tangentengleichung an der Stelle xy kann auch direkt die Formel
y = f'(z0) - (x — xo) + f(x0) verwendet werden.

Den Schnittwinkel « einer Geraden g(x) = ma + t mit der x-Achse und den
Neigungswinkel der Tangente erhilt man mit m = tan a.

Mit der SHIFT-tan- bzw. INV-tan-Funktion des Taschenrechners erhélt man dann .

Beispiel: g(x) = —4x — 3. m = —4 = tana = o ~ —75,96°.

Normale: Unter einer Normalen versteht man in der Mathematik eine senkrecht stehende
Gerade. Zu einer vorgegebenen Steigung m; erhilt man die Steigung my der Normalen mit
der Gleichung m; - my = —1.

Extrema und Monotonie:
f'(x) bilden, f'(z) = 0.
Vorzeichenbereiche von f” ermitteln (— grund107.pdf, dabei auch eventuelle Definitions-
liicken markieren).

Monotonie: f' > 0: Graph steigt in diesem Bereich streng monoton; f’ < 0: fillt.
Dazwischen je nach Situation: Definitionsliicke, (lokales) Maximum (steigt-fillt), (lokales)
Minimum (fillt-steigt), Terrassenpunkt (fillt-fillt oder steigt-steigt).

Die y-Koordinaten dieser Punkte ermittelt man durch Einsetzen in den Original-Funktions-
term f(x) ganz oben.

Beispiel: f(z) = —a*+ 223, D; =R

Eventuell konnten an den Riandern des De-

fl(x) = —423 + 622 finitionsbereichs globale Maxim[a/Min}ima

' 2 auftreten. Wiire hierz. B. Dy = [—2;2], so
z)=0:2°(—42+6)=0;21/9=0,253 = 1.5. f 14l
I /) ( , +6) , 1/2 3 ’ wiire (—2| — 32) ein globales Minimum.

>0 % >0 f'<0 Eigentlich sollte man beim x-Wert besser

Maximal-/Minimalstelle, beim Punkt bes-
ser Hochpunkt/Tiefpunkt sagen.

steigt () steigt 17 5 fallt
TerrP(0|0) Max(1,5/1,6875)
Newton-Verfahren:
Zur ndherungsweisen Bestimmung von Nullstellen wird folgende Iterations-Idee verwendet:
e Wahl eines geeigneten Startwertes z.

Yh
e Berechnung der Tangente ¢ im Punkt
Py(o f (xo)): o
tz) = f'(zo) - (x — o) + [f(o).
e Berechnung der Nullstelle z; der Tangente: \ /
t(z) = 0 liefert 21 = x¢ — J{,((g;%)) \ 1y P
In der Regel ist z; ein besserer Ndherungswert 0 T TiTg #
fiir die gesuchte Nullstelle von f (siche Abb.).
e Wiederholte Anwendung dieses Verfahrens mit
1 usw. als neuem Startwert.

Jpd ¢ TpUNIS/EPJ-1qons mmm YS-Kd DO
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11. Klasse TOP 10 Grundwissen 11

Koordinatengeometrie: Vektoren 04

Koordinaten und Vektoren
Zum Punkt P(2|3|2) zeigt vom Nullpunkt (Ur-

2
sprung) O(0/0]0) der Ortsvektor P = ( 3 ) .
2

Verbindungsvektor /@ der Punkte A, B: 1@ —B-A (,,Spitze minus Ful3*) 14_..3
Addition (Aneinanderhingen) und S-Multiplikation (Streckung) von Vektoren

Beispiel: @ = ( ? ,5: :1 ),dannist&'—i—Q-gz

()= (1) (=)= (1)

+2. = + =

( 1 -1 1 —2 -1 p
Subtraktion von Vektoren liest man am besten als ,,Reise” lings der Vektoren, z. B. @ — b=

—b + G ist eine Reise langs b riickwiirts und anschlieBend langs @ vorwirts, in obiger Skizze
kommt man so von P nach ), alsoad — b = P

Mittelpunkt )/ der Strecke [AB]: M = L(A + B)

1
2
Linge eines Vektors: |d| = Va2 = Vdod = \/a? + a3 + a3

Abstand zweier Punkte = Linge des Verbindungsvektors
Beispiel: A(1] — 1]4), B(3|2| = 2).d(A,B) = |B - A= /B—1)2+ (2— (-1))2 + (-2 - 42 ="T.

Kugeln
Eine Kugel ist die Menge aller Punkte X, die vom Mittelpunkt M den gleichen Abstand r
haben: M X = r. Schreibweisen fiir die Gleichung einer Kugel sind also

(—m)?=r* oder (x;—mi)?+ (20 —my)? + (23 —m3)? = 1?

(45] by
Skalarprodukt: Gob=| ay | o| by | = aiby + asby + asbs
as bg
. . . . 5 uov
Winkel ¢ zwischen zwei Vektoren « und v: cos ¢ = - 17
u| - |v
Beispiel: 9 1
Winkel zwischen é und —g peosp = LEDREIR &~ 10,6086, also o & 127,49°,
Aufeinander senkrecht stehende Vektoren v und v: 417 <= wov =0
Vektorprodukt
a2b3 — a362
axb=1| asb; —a;bs | istein Vektor, der sowohl auf @ als auch auf b senkrecht steht.
arby — asby

1 —2 6—(—5) 11
Beispiel:( 2)><( 1)—( 10—3)—(7)
-5 3 1—(-4) 5

Die Linge dieses Vektors ist die Flidche des von den Vekto-
ren @ und b aufgespannten Parallelogramms, entsprechend
11@ x b| die Dreiecksfliche.

Das Volumen des von drei Vektoren d, 5, ¢ aufgespannten
Spats ist gegeben durch Ve, = |(a@ X b) o @, das Pyrami-
denvolumen entsprechend Vpy, = £|(@ X b) o a.

Jpd41 TPUNIS/EPJ-1qoNs MMM “YS-Kd DO

1] — 1 m »

m— 1|




11. Klasse TOP 10 Grundwissen 11

Wurzelfunktion, Umkehrung, Parameter 05

Waurzelfunktion ‘ ,
Die Wurzelfunktion f mit y = /x ist die Umkehrfunktion (siehe Y y=x"
unten) zur Quadratfunktion mity = 22, z > 0. S

Definitionsbereich: D; = IR$ = [0; oo].

Funktionsgraph: Halbparabel (siehe Skizze). Y=z
Schreibweise mit Potenz: f(x ) VZ = zt. Iy

Ableitung f'(z) = %x_% = 2f’ Dy = IR =]0; 0o[, wobei im o 1 T
Nullpunkt eine senkrechte Tangente vorliegt. :

Umkehrfunktion ‘

Beispiel: Gesucht ist die Umkehrfunktion zu Y

f(x) = 2% — 4z +5, Dy =] — 00;2], Wy = [1; 00
Umkehrung bedeutet, zu jedem y-Wert jetzt umgekehrt den x- \"\\f

Wert zu finden; damit dies eindeutig moglich ist, muss bei der N -
hier vorliegenden quadratischen Funktionsgleichung der Definiti- al \ L
onsbereich eingeschrinkt werden, z. B. auf den linken Parabelast

wie in der Skizze. 0 ; o

Gleichung schreiben: y = 22 —4r 45,0 <2, y>1

Variablentausch = > y (auch bei Dy, Wy):x = y* —4y + 5,y < 2,2 > 1

Nach y auflosen: > + 4y +5 -2 =0; 10 =2+V4—-5+zx =2+ -1

Blick auf Dy = Wy liefert: y =2 — vz — 1,day < 2

Also: f_1($) =2—vx—1, Df—l = Wf, Wf—l = Df

In der Zeichnung ist der Graph an der Winkelhalbierenden des 1./3. Quadranten zu spiegeln
(siehe auch Bild oben bei der Wurzelfunktion).

Kurvenscharen: Funktionsterme mit Parameter (— grund108.pdf)
Beim Differenzieren ist zu unterscheiden zwischen der Variablen z, nach der differenziert
wird, und dem Parameter (z. B. a, k, t, ...), der die Rolle einer Konstanten spielt, somit wie
eine feste Zahl behandelt wird und nach dem nicht differenziert wird.
Beispiel:

flx) = 2°—2a2®+ d®x — 24

f'(x) = 32*—2a-2v+a* = 32" — dax + a®

f"(x) = 6x—4a

Je nachdem, welchen Wert man fiir den Parameter einsetzt, erhilt man verschiedene Funk-
tionen, also eine ganze Schar von Kurven, z. B.

a=—1: f(x)=23+22%+2+2 a=0: f(x)=23 a=1: f(z)=23—22*+1 -2
Zum Teil konnen diese Kurven ganz unterschiedlich aussehen, d. h. bei Funktionsuntersu-
chungen, die man allgemein mit dem Parameter rechnet, sind eventuell Fallunterscheidungen
notwendig.

Beispiel: f(z) = 23 — 2a2? + ax — 2a®

Punkte mit waagrechter Tangente: f'(z) = 0: 32 — 4ax + a* = 0;

\/ﬁ . .. .
Tyjp = MO —Adas _ da22a g — 1g, 29 = a.  Ob Max oder Min, héngt von a ab:

a<0 (Zahlenbelsplel rechnen!): a =0: a > 0:
>0  f'<0 f'>0 >0, f">0, f'>0 , f'<0, >0
steigt a fillt ga steigt steigt 0 steigt steigt ga fillt a steigt
Max M1n TerrP Max Min

(a|—20%) (la|—30a?) (0]0) (5al—330°) (a|-2d°)

Jpd g1 TPUNIS/EPJ-1qons MMM “YVS-Kd DO

1] — 1 m »

m— 1|




11. Klasse TOP 10 Grundwissen 11

Differentiationsregeln 06
Allgemeines — grund112.pdf, Wurzeln, Parameter — grund115.pdf

Ableitungsformeln:

f(x) Hl‘x‘ﬁ‘ " ‘ =gt ‘ VI = x/? ‘ YT =z ‘sinx‘cosx

f'(x) H 0 ‘ 1 ‘ 2z ‘ nz" ! ‘ —r?=—-L|1z712 = NG %x%’l = %x% ‘cosx ‘ —sinz

Viele Funktionen lassen sich auf " zuriickfiihren, z. B. g(z) = - = z~2. Die Ableitung

ergibt sich dann mit ,,alter Exponent ’runter, neuer ist um 1 kleiner*: ¢'(z) = —2x73 = —I%.

In manchen Fillen (insbes. bei Wurzeln) kann es sein, dass die Ableitung einen kleineren Definitionsbereich
als die Funktion selbst hat. Exponential- und Logarithmusfunktion — grund117.pdf und grund118.pdf
Produktregel: f(z) = u(z) - v(z) = f'(x) = u(z)v'(z) + ' (x)v(z)
,Das erste lassen mal das zweite differenzieren plus das erste differenzieren mal das zweite
lassen*
Beispiel: f(z) =z -sinz = f'(x) =z -cosz+1-sinz
z(x) n(x)-2'(x) — z(x) -n'(x) NAZ - ZAN

uotientenregel: f(z) = —~ = f'(z) = =
(,,Nenner mal Ableitung des Zihlers minus Zdhler mal Ableitung des Nenners durch Nenner
im Quadrat®)

Beispiel: f(z) =

3 = ) = (x? —5)-32% — 23 - 2x _ zt — 1522
2 -5 (2 —5)? (2 —5)2
Tipps: Nenner nicht ausmultiplizieren; bei nochmaligem Differenzieren kiirzen; manchmal
lasst sich ein Nenner bequemer mit ,,hoch —1 schreiben oder ,,auseinanderziehen, Beispiel:

f(z) = xi§5 = % — m% =gt —Hr3.

Kettenregel:
Begriff der Verkettung von Funktionen:
Beispiel: f(r) = sin(z?) bedeutet: Zuerst z* (,,Inneres*), dann sin davon nehmen (,,duBere
Funktion*)
Differenzieren verketteter Funktionen f(z) = u(v(z)): f'(z) = «/(v(x)) - v'(x)
,Das AuBere differenzieren und das Innere einsetzen mal das Innere nachdifferenzieren®.
Beispiele: f(x) = sin(2?) = f'(z) = cos(z?) - 2z
g(z) = (z* — 52)" = ¢'(x) = 7(2* — 5x)° - (22 — 5)
h(z) = Vsina? = h'(z) = —~— -cosz? - 2z

2V/sin 2

3x2 —1
3

Beispiel: Untersuchung (,,Diskussion‘‘) der Bruchfunktion f(z) =

(Siehe auch grund111.pdf, grund109.pdf, grund113.pdf; Wendepunkte — 12. Klasse)

Definitionsbereich: Wegen des Nenners ist Dy = IR\{0}.

Asymptoten: Wegen lirin f(x) = 0ist y = 0 waagrechte Asymptote;
T—>1T 00

wegen des Nenners ist z = 0 senkrechte Asymptote (Pol 3. Ordnung) mit 1_1>1(r)1;1E o f(x) = Foo

Symmetrie: f(—z) = — f(z), also Punktsymmetrie zum Ursprung.
Nullstellen: f(z) = 0; 32 — 1 = 0; 212 = £z ~ £0,58

3.6 — (322 — 1) - 322 iigent —32%2+ 3
Extrema und Monotonie: f'(z) = v 6z — (3z ) - 32” rzen! 9T+

26 4
fllz)=0=>-322+3=0=0==%1 Skizze: Y
f'<o  f'>0  f'>0 | f'<0 /*\
fialll —1 steigt 0 steigt 1 fillt |
Min & Dy Max R§! T
(=1[—-2) (1]2) \
Wertebereich (d. h. vorkommende y-Werte): W; = IR

Ipd'91 [pUNIS/EPJ-1qoNs MMM “YS-Kd DO
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11. Klasse TOP 10 Grundwissen 11

e-Funktion 07

f(z) = e* (,Natiirliche Exponentialfunktion®)

1.

10.

11.

. Es gelten die bekannten Potenz-Rechenregeln, 1
alsoz. B.e™® = L, e2t% =2 . ¢%, 2% = (&%)? /

Definitionsbereich: Dy = IR (alle z-Werte sind erlaubt)

Wertebereich: W; =]0; o[
(esist e® > O fiir alle z € IR,
somit besitzt die e-Funktion keine Nullstellen)

Spezielle Werte:

f(0) = €° = 1 (Schnitt mit der y-Achse),
f(1) = e = e ~ 2,718 (Eulersche Zahl ¢)
Taschenrechner: Meist SHIFT-In.
Beispiel: €% ~ 1,649, ¢ = e! ~ 2,718

efl)’

Grenzwerte: 0

lim e — 0o, lim e = 0 (d. h. die negative z-Achse ist Asymptote)

T—>00 T——00

Die e-Funktion konvergiert stidrker als jedes Polynom, also
lim z-e* =0, lim & — o

T——00 r—o0 T

. Ableitung: f'(x) = " (,,Die e-Funktion reproduziert sich.”)

Somit ist f’(x) > 0, d. h. der Graph steigt streng monoton.

Ist der Exponent nicht einfach z, so muss beim Differenzieren nachdifferenziert wer-
den. Beispiel:

o) = gla) = e (<2) = <2

(,,e-Funktion reproduziert sich mal das Innere (also —2x) nachdifferenziert)

. Stammfunktion: F'(z) = e* 4+ C ist Stammfunktion von f(z) = e”.

Fy(7) = e*® 4 C ist Stammfunktion von f;(z) = v'(z)e"@),

. Term der Umkehrfunktion: In z

Inz

Somit ist e™* = z und Ine* = 2.

. Losen von Exponentialgleichungen durch beidseitiges Logarithmieren: Beispiel:

e’ = 2 |In

z = In2

Losen von Gleichungen mit Produkt vom Typ (3z + 4)e*~! = 0:

Da e stets positiv ist, kann man beide Seiten der Gleichung durch e dividieren (in
obigem Beispiel steht dann 3z 4+ 4 = 0 als leicht zu 16sende Gleichung).

Fiir die allgemeine Exponentialfunktion h,(x) = a®, = € IR, Basis a > 0, gilt
ho(z) = a® = e = "% und daher 1/, () = Ina - e*™* =1na - a®.

Somit ist 4/ (0) = Ina und die Eulersche Zahl e ~ 2,718 als Basis der natiirlichen
Exponentialfunktion ist diejenige, bei der 2. (0) = 1 gilt.

3pd° LT TPUNIS/op J-[qONS MMM 1V S-A€ DD

1] — 1 m »
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In-Funktion 08

f(z) = Inz (,Natiirliche Logarithmusfunktion™) Y,
1.

10.

11.

Definitionsbereich: D; = IR™ =]0; 00|
(im In sind nur Werte > 0 erlaubt)

Wertebereich: W; = IR

Spezielle Werte:
f(1) =1In1 = 0 (Nullstelle),
f(e) =Ine =1 (e = 2,718 Eulersche Zahl)

. Rechenregeln (a,b > 0,n € R):

In(ab) = In(a) + In(b) In(§) = In(a) — In(b) In(a™) = nln(a)

Dadurch ergeben sich oft Vereinfachungen, z. B.

In(%5) = Inz —In(z* + 1), In(e?) = 2Ine =2,In(}) =Inl —Ine= -1

Grenzwerte: li_}m Inx — oo, lir% Inx — —oo (d. h. die y-Achse ist Asymptote)
T—>00 T—

Die In-Funktion konvergiert schwicher als jedes Polynom, also
lir%xlnx =0, li_>m lnj'” =0
xr—r T—00

1

. Ableitung: f'(z) = —

xz

Steht im In nicht einfach x (Beispiel: g(x) = In(1 — 2x)), so muss dies beriicksichtigt
werden

e beim Definitionsbereich: g(z) =
d.h.z < 3, also Dy =] — o0; 5
e beim Differenzieren: ¢'(z) = =5 - (—2) = 525
(,,1 durch das Innere mal das Innere nachdifferenziert)

In(1 — 2z) ist definiert, wenn 1 — 2z > 0 ist,

. Stammfunktionen: K(z) = In|z| + C ist Stammfunktion von k(z) = 1

(siche Ki(z) = In |v(z)| + C ist Stammfunktion von K (z) = &)
Formelsammlung/ i ) v(z)
Merkhilfe) F(x) = zlnz — x 4+ C ist Stammfunktion von f(z) = Inx

. Term der Umkehrfunktion: e*

Inz

Somit ist e™* = z und Ine* = 2.

. Losen von Exponentialgleichungen durch beidseitiges Logarithmieren: Beispiel aus

der Stochastik:
(%)" < 0,01 |In  (und Rechenregeln!)
nln% < 1n0,01 \:ln% (<0) (Y
In0,01
n o> ——— ~23
lng

Losen von Gleichungen vom Typ In(1 — 2z) = 3: Beidseitiges Anwenden der e-

Funktion liefert e(1=2%) = &3 also 1 — 2z = €2, somit x = %(1 —é?)

Die In-Funktion ist die Logarithmusfunktion zur Basis e (In z = log, x).
Fiir die allgemeine log-Funktion h,(z) = log, z, > 0, zur Basis a > 0 gilt (Basis-
Umwandlung!) h,(z) = nz ynd daher hl(x) = L. % (siehe Formelsammlung/Merkhilfe).

~ Ina Ina
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11. Klasse TOP 10 Grundwissen 11

Wahrscheinlichkeit, Unabhangigkeit 09

Grundbegriffe (— grund85.pdf und — ueb119.pdf, Aufgabe 1):
Alle moglichen Versuchsergebnisse eines Zufallsexperiments werden als Elemente eines
Grundraums (2 zusammengefasst, dessen Teilmengen F die sog. Ereignisse sind. Jedem
Ereignis F ist seine Wahrscheinlichkeit P(E) zugeordnet. Diese Zuordnung P muss die
Kolmogorow-Axiome erfiillen, aus denen die folgenden Rechenregeln folgen:
Verkniipfte Ereignisse, Schreib- und Sprechweisen
E (Komplement, Gegenereignis, nicht-E)
Ey N Ey (Eq und Es, beide Ereignisse treten ein)
Ey U Ey (Eq oder E5; mindestens eines der Ereignisse tritt ein).

(In der Mathematik diirfen bei ,,oder* auch beide Ereignisse eintreten, sofern nichts anderes dasteht).

E, N E, = E, U E, (Hochstens eines der Ereignisse tritt ein)

E, U FE, = E, N E, (keines der Ereignisse tritt ein)

(E1 N Ey) U (E; N Ey) (Genau eines der beiden Ereignisse tritt ein)
Ey N Ey = {} (E; und E; sind unvereinbar, disjunkt)

Unabhingigkeit
Zwei Ereignisse A, B heilen unabhingig, falls P(AN B) = P(A) - P(B).

Hinweise
e Falls A und B unabhingig sind, so gilt dies auch fiir die Komplemente.
e Wichtig ist die richtige Bildung von Komplementen, Beispiel:

{,.Mindestens ein Treffer“} = {,,Kein Treffer"}.
_ |4] _ Anzahl der fiir A giinstigen Ergebnisse
~ [Bl = Anzahl aller moglichen Ergebnisse

o Fiir Laplace-Experimente gilt P(A)

(— grund85.pdf).

e Mehrstufige Zufallsexperimente lassen sich oft (zumindest gedanklich) mit Baumdia-
grammen veranschaulichen und mit den Pfadregeln berechnen (— grund97.pdf).

e Fiir Zufallsexperimente mit Betrachtung von Ereignissen A/nicht-A und B/nicht-B
eignet sich oft neben dem Baumdiagramm eine Vierfeldertafel, mit denen sich beding-
te Wahrscheinlichkeiten Pg(A) = L gz;’)g ) berechnen lassen (— grund104.pdf).

e Nach dem Gesetz der groB3en Zahlen pendelt sich bei n-maliger unabhidngiger Durch-
fiihrung desselben Zufallsexperiments die relative Haufigkeit eines Ereignisses fiir

n — oo bei P(E) ein (— grund65.pdf).
Beispiel:
Ein Oktaeder (beschriftet mit 1-8) und ein Wiirfel (1-6) werden unabhiingig nacheinander
geworfen. Betrachtet werden die Ereignisse

A: ,Oktaeder zeigt eine Zahl > 3, P(A)=8=3PB)=%=2

B: , Wiirfel zeigt eine Zahl > 3%, P(C)=P(B)=1-P(B)=1 —% = %
C': ,Wiirfel zeigt eine Zahl < 2, P(D)=P(ANB)=P(A)-P(B) = %,
D: ,Beide zeigen eine Zahl > 3, P(E)=P(AUB) =

E: ,Oktaeder oder Wiirfel zeigt eine Zahl > 3, = P(A)+ P(B)—P(ANB) =1
F: ,Hochstens einer zeigt eine Zahl > 3%, P(F)=P(ANB)=1—-P(ANB) =1
G-, Keiner zeigt eine Zahl > 3%, P(G)=P(AnB)=P(A)-P(B) = %
H: ,Genau einer zeigt eine Zahl > 3, PH)=P(ANB)U(ANB))=

I ,,Augensumme 12, =P(ANB)+ P(ANB) =

J: ,,Oktaeder zeigt Primzahl“. = P(A)-P(B)+ P(A)-P(B) = 2.
P(I) = P(,66, 75, 84*) = P(J)=P(,2,3,5,7)=%=1.

- 1
~ 16
P(INJ)=P(J5) =55 = 5 # 33 = P(I) - P(J), also I und J abhiingig.
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11. Klasse TOP 10 Grundwissen 11

Steckbriefaufgabe, Optimierung 10

Steckbriefaufgabe (d. h. gesucht ist eine Funktion mit vorgegebenen Eigenschaften)
Steckbrief-Beispiel: Gesucht ist eine zur y-Achse achsensymmetrische Polynomfunktion 4.
Grades mit Min(2|1) und Schnitt der y-Achse bei y = 2.
Ansatz: f(z) = ax* + bx® + cx? + dx + e, wegen der geforderten Achsensymmetrie werden
nur gerade Exponenten gewihlt, also f(z) = ax? + c2?® + e.

f(z) = dax® + 2cx
Die gegebenen Informationen werden jetzt ,,abgearbeitet und mit Hilfe des Ansatzes umge-
setzt; fiir drei unbekannte Parameter werden drei Gleichungen benotigt.
Min(2|1) bringt zwei Informationen: Steigung bei z = 2ist0: f'(2) =0:4a-8+2¢c-2=0

Punkt (2]1): f(2)=1: 16a+4c+e=1
Ferner: Punkt (0]2): f(0) =2: e=2
Losen dieses Gleichungssystems: e = 2 eingesetzt:
32a+4c=0 |1
16a +4c=—-1 |-(-1)
16a = 1, also a = 1, somit (aus 32a+4c = 0): ¢ = —2 = —2. Also: f(z) = o' — 122 +2
Nachrechnen zeigt, dass bei x = 1 tatséchlich ein Min vorliegt: <0 >0
f(z) = ilﬁ —r= x(%xQ — 1) = O liefert 71 = 0, p/3 = +1. 10 fallt 1 steigt

Spezialfall: Geradengleichungen aufstellen

Fall 1: Gegeben sind Steigung m und Punkt P(z1|y,):

Ansatz y = mx + t mit gegebenem m. Einsetzen der Punktkoordinaten fiir z und y liefert ¢.
Fall 2: Gegeben sind zwei Punkte P(x1|y;) und Q(x2|ys):

Steigungsdreieck: m = 2=1. Weiter mit m und P wie in Fall 1.

Anwendung: Modellieren mit Funktionen

Gelegentlich kommt je nach Fragestellung anstelle einer Polynomfunktion auch ein Ansatz
mit einem anderen Funktionstyp (z. B. Exponentialfunktion, Bruchfunktion, trigonometri-
sche Funktion) in Frage, wobei wieder ein Ansatz mit Parametern aufgestellt wird und diese
mit gegebenen Funktionseigenschaften bestimmt werden.

Optimierungsaufgabe (Extremwertaufgabe)

Beispiel: Mit einer 50 m?-Grassamen-Packung soll entlang einer Mauer eine
rechteckige Flidche angelegt werden, die moglichst wenig Zaun zur Eingrenzung
benotigt. Hier im Folgenden: Rechnung in der Einheit m. a

Rezept: ,,GNADE":
GroBe, die extremal werden soll, mit Berechnungsformel: Zaunldnge | = 2a + b

Nebenbedingung: Fliche a - b = 50 (Braucht man, wenn mehrere Unbekannte [hier: a, b] vorliegen,
um eine Unbekannte durch die andere auszudriicken)

Ausdriicken der zu optimierenden Grof3e durch Funktion einer Variablen:
N liefert b = 22, Einsetzen in G liefert | = 2a + 2
Umbenennung a <+ x liefert Funktion: f(z) = 2z + 22
Differenzieren: f'(z) =2 — 50z 7% =2 — 23
Extremwerte suchen und Ergebnis schreiben: f/(z) = 0 liefert 2* = 25, r = +5
% f'<0 % >0
) falle 5 steigt
nicht sinnvoll Min
Ergebnis: Die kleinste Zaunlidnge ergibt sich fiira = 5, b = % = 10 (aus N),
und sie betriagt [ = 2a + b = 20.
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11. Klasse Ubungsaufgaben 11

Gebrochen-rationale Funktionen, lim x — »; |01

Weitere Beispiele und Aufgaben — grund87.pdf, grund109.pdf, grund100.pdf, ueb87.pdf,
ueb105.pdf Aufgabe 6, ueb107.pdf Aufgaben 5/6, ueb109.pdf Aufgabe 3 und ueb100.pdf.

2z — 1
2 + 5z’
Berechnen Sie xggri . f(z) und x_l)l_rgio f(z).

1. Gegeben ist f(x) =

Fertigen Sie eine grobe Skizze des Funktionsgraphen.

2. Formulieren Sie, was die Vielfachheit einer Polstelle iiber Vorzeichenwechsel an dieser
Stelle bedeutet. Untersuchen Sie die folgenden Beispiele:

@ file) = s ) fale) = — @ o) =
3x? 4+ 18z + 27 (x+3)3 a3 4+ 27
Ordnen Sie die folgenden Graphen diesen drei Funktionstermen zu:
A Yx B LY C ]
1} Nt Vi 1}
—3 0 I 3 0 5 =y o
\ /

3. Rechnen Sie durch Faktorisieren direkt sowie mit Hilfe der h-Methode nach, dass

-2 1

22 —2 4

212 — 2
4. Berechnen Sie fiir f(x) = ﬁ
2 — 3z

sierte Form und die Vorzeichenbereiche an und untersuchen Sie das Verhalten an der
Definitionsliicke & = 1 mit der h-Methode.

(siehe grund111.pdf) a:1—1>r11:1t .

die Definitionsliicken, geben Sie die faktori-

5. Geben Sie alle Asymptoten an:

22 —4 2 —4
= b -
@ fl@) a3 + 8z ®) /() x? + 8x
3 + 8z 12z
© fo)= 5 =v+ 5
(Uberzeugen Sie sich davon, dass die hier angegebene Umformung richtig ist!)
@ fl@) =~ Vi+3 © flay = 00
T)=——F— x )= — —— =
z—1 2z
. ) ) —22% + 50
6. Gegeben ist die Funktionenschar mit dem Parameter @ € IR durch f,(z)= P ra
2 +a
(a) Untersuchen Sie f, auf Definitionsbereich und Nullstellen.
Geben Sie den Schnittpunkt Y, mit der y-Achse an.
(b) Berechnen Sie lim  f(x), sofern a < 0.
z—/—a%0
(c) Fertigen Sie eine Skizze der Funktionsgraphen fiir ¢ = —25, a = —16 und

a = 25.
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11. Klasse Ubungsaufgaben 11

Differenzieren 02

1. Gegeben sind die folgenden Funktionsterme:

o fi(z)=a'—16

o fo(x) = —2x+6

o f3(x)=

o fi(x)= (x 1)(z*+ 2z +7) (Vorsicht: Produkte erfordern vor dem Differenzieren

ein Ausmultiplizieren [oder die Anwendung der Produktregel — grund115.pdf])

(a) Berechnen Sie die Ableitungen.

(b) Berechnen Sie die Steigung der Tangenten in den Schnittpunkten mit den Koor-
dinatenachsen.

2. Untersuchen Sie in den folgenden Fillen die Bedeutung der Ableitung f’:

(a) f(x) = Geschwindigkeit zur Zeit .
(b) f(x) = Volumen eines Wiirfels, dessen Seitenflichen vom Wiirfel-Mittelpunkt
den Abstand z haben (somit Wiirfel-Kantenlénge 2x).
3. Untersuchen Sie auf Differenzierbarkeit: f(z) = |32 + 1|

4. Erginzen Sie die folgende Tabelle mit Stammfunktionen:
flz) |1 x 2 2 a"
F(z) | szi 4 c

Geben Sie dann die Stammfunktions-Terme zu f(x) = 72* — 8z — 1 an.

5. Gegeben ist der nebenstehende Graph einer Funktion f. yt
Ermitteln Sie graphisch die Form des Graphen zur Ab- 21 f
leitungsfunktion f’. NN
Skizzieren Sie ferner umgekehrt die Gestalt des Gra- \/
phen einer Stammfunktion F'. 0 '2 ¥
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11. Klasse Ubungsaufgaben

11

Tangenten, Extrema, Newton-Verfahren 03

1. Gegeben ist der Funktionsterm f(x) = 2% + 2% + 222 + 8z — 48.

Bestimmen Sie die Gleichung der Tangente an die Kurve im Punkt P(1|?).

Bestimmen Sie die Gleichung der Normalen der Kurve im Punkt Q(—1|?).

. Priifen Sie, ob die Gerade mit g(z) = ‘22 + 32 eine Tangente an f(z) = z* — 3z + 2
ist!

. Gegeben sind f(z) = 22 + 2z + 2 und g(x) = 2% — 4z + 5.

Bestimmen Sie den Winkel, unter dem sich die Funktionsgraphen schneiden; berech-
nen Sie hierzu die Steigungen m; und my im Schnittpunkt und verwenden Sie an-
schlieend m; = tan a;y, my = tan as, um den Schnittwinkel der Tangenten zu ermit-
teln (Skizze!).

. Untersuchen Sie die folgenden Funktionen auf Nullstellen, Monotonie und Extrema.
Dabei bemerken Sie: Bei einer doppelten Nullstelle (also ohne Vorzeichenwechsel)
hat man eine Beriihrung der x-Achse und somit gleich eine Kontrolle fiir den néchsten
Schritt, da hier dann ein Extremum vorliegen muss. Unter welchem Winkel schneidet
in den anderen Nullstellen der Graph die z-Achse?

(@) f(x) =2t — 423 + 622
() f(z) =2* — 922

. Ermitteln Sie mit dem Newton-Verfahren fiir f(z) = $2? — x — 3 mit Startwert 2y = 5

einen Niherungswert fiir eine Nullstelle. Fiihren Sie zwei Iterationsschritte durch.

. In jedem Dreieck gilt der cos-Satz ¢ = a® + b? — 2ab cos 7.
Wendet man diesen Satz auf ein Dreieck mit v = 45°, b = 1 und

variabler Seite a = x an, so erhélt man wegen cos 45° = V2 b=1

2
c:\/x2+12—2$-1-§:\/x2—\/§x+1.

Die Seite ¢ ist also dann besonders lang, wenn x sehr
grof} ist, denn dieser Wurzel-Term ist umso groBer/kleiner, je
groBer/kleiner der Radikand ist.

Um herauszufinden, wie lang die Seite ¢ mindestens ist, geniigt es also, ein Minimum
von f(z) = 22 — /22 + 1 zu finden.

Finden Sie den Scheitel von f durch Differenzieren und zeigen Sie auf diese Weise,
dass fiir das Dreieck in diesem Extremalfall ¢ = a = 72 gilt; das Dreieck ist dann
somit ein gleichschenklig-rechtwinkliges Dreieck (,,halbes Quadrat®).
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11. Klasse Ubungsaufgaben 11

Koordinatengeometrie: Vektoren 04

1. Gegeben ist die Pyramide ABC'S durch die Punkte A(5(0|0), B(3|4|1), C'(1,5]—2|2,5)
und S(3|2|5), die von den Vektoren @ = AB, ¢ = AC und @ = A aufgespannt wird.
M sei der Mittelpunkt von [AB], der Punkt 7 teile die Strecke [C'B] im Verhiltnis

2:1,d.h.esist(ﬁ=§(ﬁ3’>.

(a) Berechnen Sie die Koordinaten der Punkte A/ und 7'.
(b) Stellen Sie die Situation in einem Koordinatensystem zeichnerisch dar.
(c) Berechnen Sie das Volumen der Pyramide ABC'S und der Pyramide M BT'S.
(d) Driicken Sie den Vektor ﬁ durch w, U, « aus (d. h. in Form einer sog. Linear-
kombination A7 + Ao + \gD). Tipp: TS = TB + BA + ...
2. Gegeben ist das Dreieck ABD mit A(—1| — 1|1), B(2| — 2|1) und D(2,5] — 0,5|1).

(a) Berechnen Sie die Lingen der drei Seiten und die drei Innenwinkel.

(b) Ermitteln Sie die Koordinaten eines Punktes C, so dass ABC'D ein Parallelo-
gramm ist.

(c) Berechnen Sie das Vektorprodukt AB x AD. Welche Bedeutung hat dieses Vek-
torprodukt? Warum war die besondere Lage dieses Vektors bereits aus den gege-
benen Koordinaten ersichtlich?

(d) Das Dreieck ABD wird nun in die x;x2-Grundebene projiziert und somit jetzt
das Dreieck A’B’D’ mit A’'(—1| — 1), B'(2| — 2), D'(2,5| — 0,5) betrachtet.
Welche besondere Rolle spielt fiir dieses Dreieck der Kreis mit der Gleichung
(1 —0,75)% 4 (29 + 0,75)* = %?

3. Geben Sie die Gleichung der Kugel um M (3| — 5|0) mit Radius 6 an, und priifen Sie,
ob der Ursprung O(0|0|0) innerhalb, auf oder aulerhalb der Kugel liegt.

4 -2
4. Berechnen Sie den Winkel ¢ zwischen den Vektorend = | 3 | und b= 2
0 1
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11. Klasse Ubungsaufgaben

11

Wurzelfunktion, Umkehrung, Parameter

05

. Gegeben ist die Funktion mit f(z) = /16 — 22

Geben Sie den maximalen Definitionsbereich an, zeichnen Sie den Funktionsgraphen
und begriinden Sie, dass sich tatsdchlich genau ein Halbkreis ergibt, also eine Figur,
deren Punkte alle den gleichen Abstand vom Mittelpunkt haben.

. Skizzieren Sie die Umkehrfunktion zu f(z) = z* — 4z + 5, Dy =| — 00;2| (siehe
grund114.pdf), ndmlich f~'(x) =2 — Vo — 1, Dy-1 = [1; 00,

(a) indem Sie beschreiben, wie f~! durch Verschiebungen und Streckungen aus der
gewohnlichen Wurzelfunktion mit y = /x hervorgeht,
(b) durch Spiegelung an der Winkelhalbierenden des I./III. Quadranten.

(c) Beschreiben Sie den Zusammenhang zwischen der Steigung f’(a) in dem auf
dem Graphen von f liegenden Punkt (a|b) und der Steigung (f~1)'(b) im ent-
sprechenden Punkt der Umkehrfunktion.

. Berechnen Sie den Term der Umkehrfunktion: f(z) = 2.

. Beim Funktionsterm f(z) = 2 + 5z + 7 ist zwar die explizite Angabe des Terms
der Umkehrfunktion (zumindest mit Schulmethoden) nicht méglich; trotzdem kann
gesagt werden, dass die dadurch gegebene Funktion umkehrbar ist, und zwar mit Hilfe
der Steigung. Fiihren Sie diese Betrachtung durch!

. Gegeben sind die Funktionenschar f; mit fy(z) = 2kx + 3 mit dem Parameter k € R
und die Parabel p mit p(z) = z* — 2z + 5.
Welche der Geraden ist parallel zur Tangente an p im Punkt Q(2|5)?
. Gegeben ist die Funktionenschar f, mit f,(z) = 52 — 322 — 92 + 5(a + 1) mit dem
negativen Parameter a < 0.

(a) Untersuchen Sie die Lage des Maximums!

(b) Zeigen Sie, dass die Maxima aller Scharkurven auf einer Geraden liegen, und
geben Sie deren Gleichung an.
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06

1. Differenzieren Sie:

(@) f(z) =2 cos(x)

2

(b) f(z)= 9% + 2
(¢) f(zr)=tanzx = (Sjlor;i
d) flz) =z +1
© f(a)=sin(5-)
4

® flz)= 3w — 2
(@ f(z)=(Tx—1)* 272
0 fla)= oo

. 2 1

(i) f(z) = @;:jl)g

2. Differenzieren Sie und betrachten Sie den Definitionsberei

f(z) =1 —4a?

ch von f(x) und f'(z):

3. Differenzieren Sie f(z) = ﬁ fertigen Sie eine Skizze und zeichnen Sie darin die
Tangente im Punkt (0|1) (mit Steigung f'(0)) ein.
In der Nihe dieses Punktes stimmen Funktion und Tangente etwa iiberein. Welche
Néherung ergibt sich damit?
Diese Niherung wird in der Relativititstheorie bendtigt. Dabei ist # = (¥)?, und man
betrachtet £ = mc? mit der relativistischen Masse m = ﬁ
Was liefert dann die Anwendung der obigen Néaherung?
4. Bestimmen Sie fiir f(z) = t 4 cos(2z), Dy = [0; m], die steilste Stelle des Graphen.
5. Betrachten Sie fiir N
Y
1 2
flz) = 2t
Definitionsbereich, Verhalten in der Nihe der 14
Definitionsliicke, Nullstellen, Extrema und Mo-
notonie und bestitigen Sie damit die Gestalt des g X *

nebenstehend dargestellten Graphen.
Wie verhilt sich dieser fiir v — +00?
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11. Klasse Ubungsaufgaben 11

e-Funktion 07

1. Differenzieren Sie:

(@ fi(z
(b) fo(x) =e€™"
(©) fa(z ( —2)e”
(x) = &
(

rsmx

d) fa
(e) f5 x
) fo(x) = xes®

2. Finden Sie Stammfunktionen:
(a) f(x)=3€’
(b) g(x) = 6>
(©) h(x) = 2ze™™

T

) =
)
) =
) =
) =
) =

3. Losen Sie die folgenden Gleichungen:

(a) e =10

(b) (117 — 12)e37-14 = 0
(c) bre® + (22 +4)e* =0
(d) e** = 3e”

4. (Abwandlung einer Aufgabe aus dem Grundkurs-Abitur Baden-Wiirttemberg 1992)

Kraftfahrzeuge erzeugten weltweit 1990 ca. 2,75 Milliarden Tonnen CO,. Der COs-
AusstoB g(t) in Milliarden Tonnen zur Zeit ¢ (in Jahren nach 1990) soll zunichst be-
schrieben werden durch ¢(t) = 2,75 - a'.

(a) Geben Sie a an, wenn der CO,-Aussto3 jahrlich um 2,1 % steigt. Wie grof3 ist
dann der CO5-Ausstofl im Jahr 2030?

(b) Schreiben Sie den Funktionsterm auch in der Form g(t) = 2,75¢**. Berechnen
Sie ¢’(40) und geben Sie die anschauliche Bedeutung dieser Grofie an.

(c) Nun soll der CO,-AusstoB beschrieben werden durch h(t) = 4,17 — 1,42¢ 0041,
Zeigen Sie, dass sich fiir diesen Term die (ungefihr) gleichen ,,Startbedingungen*
h(0) = ¢(0) und 1'(0) = ¢'(0) ergeben. Welcher Unterschied ergibt sich bei
dieser Modellierung auf lange Sicht?

5. Untersuchen Sie f(x) = (0,5 — x)e'™® auf Nullstellen, Extrema und Verhalten im
Unendlichen.

Skizzieren Sie den Funktionsgraphen mit Hilfe der bisherigen Ergebnisse und der Wer-

te £(0) und f(1).
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11. Klasse Ubungsaufgaben 11

In-Funktion 08

1. Differenzieren Sie und bestimmen Sie den Definitionsbereich:

(@) fi(z) = In(4x + 10) (@) fo(z)=(zr—e)nz
(b) fa(x) = In(—x) (e) fs(xz) =1In (%)
(© fs(z) = 3In(z?) () fo(x) =" - In(7 — )

[\

. Bestiitigen Sie durch Differenzieren, dass F'(z) = zlnxz — 2 + C' Stammfunktion
von f(z) = Inz ist, und finden Sie durch Anwenden entsprechender Rechenregeln
Stammfunktion und Ableitung von h(z) = log;, =.

W

. Finden Sie Stammfunktionen:
(@) flz)=2-7 (b) g(x) = *3°
4. Losen Sie die folgenden (Un-)Gleichungen:

(a) Inz = —2 (b) In(z% — 1) = 10 (€)1 —0,99° > 0,9

9,

. Begriinden Sie mit Hilfe der Ableitung, dass die Funktion f(z) = In (ﬁ),
D¢ =]1; oo[, umkehrbar ist.
Bestimmen Sie den Term der Umkehrfunktion.
6. Untersuchen Sie f(x) = (x4 2) In z auf Definitionsbereich, Nullstellen und Verhalten
an den Rindern des Definitionsbereichs.
Berechnen Sie die Gleichung der Tangente im Punkt (2|?).

Begriinden Sie, welcher der folgenden Graphen zur Funktion f gehort. Welche konn-
ten Stammfunktionen von f darstellen?

A Y B C v
of 1 / i’ of 1 2 of /1 z
::\E\\../ /

Zeigen Sie, dass durch F'(z) = (0,522 + 2z) Inz — 0,252% — 2z eine Stammfunktion
von f gegeben ist, und berechnen Sie ligr}r . F(z).
T—
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11. Klasse Ubungsaufgaben 11

Wahrscheinlichkeit, Unabhangigkeit 09

1. Die folgenden drei Kolmogorow-Axiome sind fiir Wahrscheinlichkeiten fundamental:
() P(Q) =1,
(2) P(E) > 0 fiir alle Ereignisse E,
(3) P(E, U Ey) = P(E)) + P(E>) fiir alle Ereignisse Ey, Es mit £y N Ey = {}.

Folgern Sie nur aus (1)—(3) die Rechenregel P(AU B) = P(A)+ P(B) — P(ANB).

2. Bei einer Verkehrskontrolle wird ein Fahrrad zufillig herausgegriffen und auf Funk-
tionsfihigkeit von Vorder- bzw. Riicklicht untersucht. Die Wahrscheinlichkeit, dass
zwar das Vorder-, aber nicht das Riicklicht funktioniert, betrage 0,057. Die Wahr-
scheinlichkeit, ein Fahrrad mit defektem Riicklicht herauszugreifen, sei 0,06.

(a) Die Wahrscheinlichkeit, dass mindestens eines der beiden Lichter defekt ist, sei
0,09. Zeigen Sie, dass dann in Hinblick auf die Funktionsfdhigkeit Vorder- und
Riicklicht nicht unabhingig sind.

(b) Berechnen Sie, wie grofl die Wahrscheinlichkeit fiir mindestens einen der beiden
Defekte sein miisste, damit sich Unabhéngigkeit ergibt.

3. Es werden die Essenswiinsche der Besucher einer Kantine betrachtet, in der unter an-
derem Currywurst angeboten wird. Sei F;: ,,Spitestens der i-te Besucher wiinscht Cur-
rywurst“. Es sei P(E;) =1 — 0,6

Formulieren Sie E5 und E5 N E, in Worten; berechnen Sie die Wahrscheinlichkeiten.

4. Fiir zwei Ereignisse A und B gelte P(A) = 0,4, P(AN B) = 2 und P(B) = 3.
Berechnen Sie P(A U B). P(A) P(A)
Stellen Sie die Wahrscheinlichkeiten in einem Diagramm P(B)|P(AN B)
der nebenstehenden Art dar, in dem die Wahrscheinlichkei-
ten durch entsprechend groB3e Flicheninhalte wiedergege- o I
ben sind. Woran erkennt man, ob Unabhéngigkeit vorliegt? P(B)

5. (Aus dem Abitur 1988)

Zu jedem Ziffernschloss gehort eine ,,Geheimzahl®“, mit der das Schloss gedffnet wer-
den kann. Im Folgenden werden als Geheimzahlen vierstellige Zahlen verwendet, die
aus den Ziffern 1 bis einschlieBlich 7 gebildet werden konnen. Dabei wird die Produk-
tion so gesteuert, dass alle moglichen Geheimzahlen gleichwahrscheinlich sind.

Betrachtet werden die Ereignisse
Z: ,,Die Geheimzahl enthélt genau zwei gleiche Ziffern* und

U: ,,.Die Geheimzahl besteht nur aus ungeraden Ziffern*

(a) Berechnen Sie P(Z).
(b) Sind die Ereignisse Z und U unabhiéngig? Begriinden Sie Ihre Antwort.

(c) Mit welcher Wahrscheinlichkeit erhilt man ein Element aus U, wenn man nur
aus den Elementen von Z zufillig auswihlt?
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11. Klasse Ubungsaufgaben 11

Steckbriefaufgabe, Optimierung 10

1. Berechnen Sie die Gleichung der Geraden durch die Punkte P(2012|2013) und
((2015]2014)

2. Berechnen Sie den Term einer Polynomfunktion 3. Grades mit waagrechter Tangente
im Punkt (1| — 64) und Nullstelle z = 5, die durch den Punkt (0| — 65) geht.

[Zur Kontrolle: f(x) = 2® — 32% + 3z — 65]

Zeigen Sie, dass es keine weitere Nullstellen gibt.

3. Bestimmen Sie mit dem Ansatz f(z) = (x + a)e®® den Term einer Funktion, die die
y-Achse bei y = 1 mit Steigung 3 schneidet.

4. An eine hohe Hauswand, vor der wie in nebenstehender (nicht
malgetreuer) Skizze ein 1 m breiter und 8 m hoher Anbau
steht, soll wie in der Skizze eine moglichst kurze Leiter ge-
lehnt werden.

In welcher Entfernung = vom Hochhaus ist der untere Punkt /'
der Leiter zu wiéhlen? h

T

5. In der Wahrscheinlichkeitsrechnung wird gelegentlich das Produkt der Wahrschein-
lichkeit p (€ [0; 1]) mit der Gegenwahrscheinlichkeit ¢ = 1 — p bendtigt.

Wann ist dieses Produkt besonders grof3/klein?
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11. Klasse Ubungsaufgaben 11

Kompakt-Uberblick zum Grundwissen K

1. Gebrochen-rationale Funktionen, lim z — z (siehe auch grund111.pdf)
Untersuchen Sie das Verhalten an den Réndern des Definitionsbereichs und fertigen
Sie eine Skizze: f(z) = %
2. Differenzieren (siehe auch grund112.pdf)
(a) Begriinden Sie anschaulich, warum die Funktion b mit b(z) = |z — 11| nicht
differenzierbar ist.
(b) Berechnen Sie f(z) fiir f(x) = —2° + Tz + .

(c) Berechnen Sie f'(x) fiir f(z) = ax® + bx? + cx + d.

3. Tangenten, Extrema, Newton-Verfahren (siehe auch grund113.pdf)
Berechnen Sie fiir f(z) = 22% — 1222 + 252 — 20 die Gleichung der Tangente im Punkt
P(1]7). Untersuchen Sie f auf Extrema und Monotonie. Wie konnte eine Nullstelle
von f ndherungsweise berechnet werden?

4. Koordinatengeometrie: Vektoren (siehe auch grundl14.pdf) G
Zeigen Sie, dass durch A(2| — 3|0), B(22(9(9), D(17| — 19| — 12), g
E(2]|12] — 20) die Ecken eine Wiirfels ABCDEFGH gegeben sind, D

indem Sie zeigen, dass AB = AD = AFE, und dass 1@ @ und zﬁ A
aufeinander senkrecht stehen.

Berechnen Sie die Koordinaten des Punktes G. Welche Bedeutung hat AB x AD?
Berechnen Sie den Winkel ¢ zwischen AB und AC.

5. Wurzelfunktion, Umkehrung, Parameter (siehe auch grund115.pdf)
Bestimmen Sie zu f,(z) = vaz? + x + 2 (mit dem reellen Parameter a) fiir a >
Lage und Art des Extremums in Abhédngigkeit von a und fiir @ = 0 den Term de
Umkehrfunktion.

6. Differentiationsregeln (siehe auch grund116.pdf)

Differenzieren Sie fi(z) = (2z — 6)sinz, fo(z) = cos(y/z — %) und f3(z) = ﬁ

7. e-Funktion (siehe auch grund117.pdf)
Untersuchen Sie fiir f(z) = 2e%5% — z: Verhalten im Unendlichen, Extrema (Lage und
Art), Wertebereich, Skizze. Gibt es Nullstellen?

8. In-Funktion (siehe auch grund118.pdf):
Bestimmen Sie Dy, Nullstellen und f'(x) fiir f(z) = In(—4 — 2xz)

9. Wabhrscheinlichkeit, Unabhéngigkeit (siehe auch grund119.pdf)

Es wird zweimal mit einem sechsseitigen Wiirfel gewiirfelt, der auf einer Seite die
Zahl —2, auf einer Seite die Zahl —1, auf zwei Seiten die Zahl 1 und auf zwei Seiten
die Zahl 2 trigt. Zeigen Sie, dass die Ereignisse A: ,,Augensumme 0 und B: ,Erste
Zahl hat Betrag 1* unabhéngig sind. YiMax

— 0ol

10. Steckbriefaufgabe, Optimierung (siehe auch grund110.pdf)
Stellen Sie fiir nebenstehenden Graphen (mit Max(0|2) und
Min(3|22)) ein Gleichungssystem auf zur Berechnung des Terms ei-
ner ganzrationalen Funktion dritten Grades (siehe Aufgabe 2 (c)).
Es ergibt sich f(z) = 2®—22%+2. Stellen Sie den Ansatz auf zur Be-

rechnung des Punktes im ersten Quadranten mit kleinstem Abstand vom Ursprung.
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11. Klasse Losungen 11

Gebrochen-rationale Funktionen, lim r — x, |01

1. Faktorisieren: f (r) = 2= = 235(“;)5). \/ 1]/
1 » ‘ N
A S0 = a7 T N of z
lim f(z) = VoL T 4,
T——520 (=5)(0)

2. Bei einer Polstelle ungerader Vielfachheit erhélt man einen Vorzeichenwechsel (Vzw);
bei gerader Vielfachheit liegt bei Anndherung von links und von rechts das gleiche

Vorzeichen vor. Deﬁnitionslucke ist in allen gegebenen Beispielen z = —3.
(@) f(z)= ) . Polstelle 2. Ordnung, kein Vzw. hrgliof(;p) =7 =2 ” oo
(b) f(z) = :r+3) . Polstelle 3. Ordnung, Vzw. 11_rg1i0f(x) ="8" 5+
(© f(r)= %. Polstelle 1. Ordnung, Vzw. mahfrglionT) = ”ig” — Foo
Damit ergibt sich: Abbildung A ist f;, B ist f5, C ist f3.
3. Direkt mit Faktorisieren: f(z) = 2(51(1:6)(_;21) _ (x+1) xkﬁof( 7) = ”%” _ i-

i isieren: i — — lim Q£’-0£n?
h-Methode ohne Faktorisieren: xgrlrio f(z) }ILIE)I[l) f(1£h) }111_% eI

— iy £33’ LR 12k —h? _ iy hEI2RER?) e E142hEh? £l 1

horo 2(1£2h+h%)—2 b0 h(EAR2R) T php  E4+2h -1

4. Definitionsliicken: 22 — 3z + 2 = 0 ergibt z; = 2, 75 = 1.

Faktorisierte Form: f(z) = 2&tD@=1) _ 2(@+1)

(z—2)(z—1) ~— =x-2 °
Vorzeichenbereiche: _ />0 . f<0 = f<0  f>0
— 1 2
Nullstelle hebbare Def.liicke  Def.liicke
. 2(14h)2 -2 _ +4h+2h% _ y: . h(E442h) _ y.  £442h
Iggﬂf( ) = ,lgn (1£h)Z3(1xh)+2 ,111{% Fhih? leo h(FI+h) — ,IHO Fian = 4
5. f(x) Senkrechte Asymptote (Pol) Asymptote fiir + — +o00
(a) % =0 Waagrecht: y = 0
(b) % r=0und z = —8 Waagrecht: y = 1
(©) x+(x+21)27(:’;_2) r=-2und x = 2 Schrig: y = «
d 3z—-v2+-L a=1 Schrig: y = 3z — /2
(e) %x—S—% x=0 Schrﬁg:y:%x—i’)
z z(z?— z 2P—4ri12z 2348z (22
Zu (o) f(z) =z + x122 1= (12—44) + 1122—4 - 142—42112 - z2+84 - (:p+(2)(J;S)Q)

6. (a) Definitionsbereich: Nenner 22 + a = 0, also 22 = —a hefert Df = IR falls
a > 0,und Dy, = R\{£y/—a}, fallsa <0. , 2 f25 fie
Nullstellen: Zihler —222 + 50 = 0 liefert z; 5 = 5. ] e
Einsetzen von z = 0 ergibt Y,(0|22) (a # 0). 0 i

Qi s . _ —2(z+5)(z—b) . f-25
(b) Faktorisieren fiir a < 0: f,(z) = CESar eyt 7 7
_ o —2(V/=a0+5)(v/=ak0-5)  » _ ¥ —2(y/=a+5)(v/—a—5) »
im )= nv e T ek %

denn fiir —25 < a < 0 ist v/—a — 5 negativ, der Zihler insgesamt also positiv.
(c) Man beachte, dass f_o5(x) = “222-29) 9 it Dy ,. = R\{£5}.

x2-25
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11. Klasse Losungen

11

Differenzieren

02

1. Schnittpunkte mit der z-Achse (Nullstellen) ergeben sich aus f(z) = 0 und sind im
Folgenden mit /V; bezeichnet. Der Schnittpunkt Y mit der y-Achse ergibt sich durch
Berechnung von f(0).

@ o fi(x) =42 o f3(x) =
o fl(x)=—x—2 o fi(z) =23+ 62— 7, also f(x) =32>+6
(b) e N;(—2]0), No(2|0); Steigungen: f{(—2) = —32, f{(2) = 32.
Y (0] — 16); Steigung f1(0) = 0 (waagrechte Tangente).
e N;(2]0), N2(—6]0); Steigungen: f5(2) = —4, f5(—6) = 4.
Y'(0/6); Steigung: f5(0) = —2.
e f; ist eine Parallele zur x-Achse und hat keine Nullstellen.
Y (0|11); Steigung: f5(0) =
e Ni(1]0); Steigung: f1(1) = 9. Y (0] — 7); Steigung: f1(0) =

2. (a) f'(x) = Geschwindigkeitsdnderung pro Zeit = Beschleunigung zur Zeit .
() f(z) = (22)® = 823, f'(x) = 242® = 6 - (22)? = Oberfliche der Wiirfels.

Anschaulich ist f(z + h) das Volumen eines Wiirfels, der aufien zusitzlich mit einer Haut der
Dicke h iiberzogen ist. f(x + h) — f(x) ist das Volumen der Haut. Dividert man dieses Volumen
durch die Dicke h, so erhilt man die Fliche.

1 1 1
1 _ T+ 1 ,falls§x—|—120 _ 7T+ 1 Jfallsx > —2
3. f(x) = |32+ { “(Gr+1) Lfallslr+1<0 “lr 1 fallsz < —2
Die Funktion ist an der Stelle x = —2 nicht differenzierbar, denn die Grenzwerte
Jim [ 2 ZIL0) 1 ynd Jim {22 —%<—2:Z>—1—0 =1

h—0 . .
stimmen nicht iiberein.

h—0

Anschaulich ist f(z) = |3 (z+2)| eine um 2 nach links und mit Faktor 2 in z-Richtung
gestreckte Betragsfunktion, so dass f an der Stelle —2 einen Knick aufweist.

4. fl@) |1z a* P 2" Stammfunktionen zu f(@) = T2%—8x—1:
F(z) |z 32° 2° Jab qat! F()—7 ——8 ——:c—l—calsozB
(jeweils plus additive Konstante +c) F(z) = — 422 "
Ll
5. Zur Ermittlung der Ableitung legt man an Verschiedenen Punkten N4 f
des Graphen eine Tangente und bestimmt mit Hilfe eines Stei- [
gungsdreiecks dessen Steigung. Die so gewonnenen Werte wer- o 2z
den in ein Koordinatensystem eingetragen. Soistz. B. beix = —2 I

die Steigung 0 (— Punkt (—2/0)), ebenso bei x ~ —0,8; beix = 0
ist die Stelgung etwa —4 (— Punkt (0] — 4)).

\ ! Eine Stammfunktion von f, also eine Funktion F' mit F' =
muss fiir x €] — oo; —2[ (da der Graph von f dort oberhalb der
x-Achse verlduft) die Eigenschaft F”(x) > 0 haben, also zunéchst
: steigend verlaufen. Bei z = —2 ist F'(—2) = f(—2) = 0, also
| die Steigung dort 0; entsprechend erhilt man den weiteren Verlauf
\/ von F'. Neben der hier gezeichneten Stammfunktion sind ebenso
nach oben oder unten verschobene Graphen als Losung moglich.
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11. Klasse Losungen

11

Tangenten, Extrema, Newton-Verfahren

03

1.

f'(x) =42® + 32* + 4o + 8
Tangente:

y = f(1) = —36. Also P(1] — 36).
m= f'(1) =19

Ansatz fiir die Tangente: y = 192 + t.
P einsetzen: —36 = 19 -1 +¢; ¢t = —55.
Also Tangente: y = 192 — 55.

Normale:

y = f(—1) = —54. Also Q(—1| — 54).
Funktionssteigung m; = f'(—1) = 3.

Fiir die Normalensteigung ms gilt m-mq =

—1,alsomg = — -+ = —

=

mi 3
Ansatz fiir die Normale: y = —%x +1
() einsetzen: —54 = —é (=) + 6t =
—54%. Also Normale: y = —%x — 54%.

2.

Falls ein Beriihrpunkt vorliegt, muss dort
die Geradensteigung gleich der Funktions-
steigung sein: ¢'(z) = f'(x):

% = 3%2 — 3; T1/2 = :l:%

Zusitzlich muss ein gemeinsamer Punkt
vorliegen, also g(x) = f(x) sein.

Fiir z; = +3 ist (einsetzen, nachrechnen!)
dies nicht der Fall, dagegen fiir x5 = —% ist
g(x2) = f(z2) = 2, so dass die Gerade im
Punkt (—2|%) Tangente des Funktionsgra-
phen ist.

3.

Schnittstelle: f(z) = g(z) = x =
Steigungen: f'(z) = 22+2, ¢'(x
m; = f’(%) =3, my = g’(%) = —3.

tana =m = a1 = 71,6°, ay = —71,6°.
GroBerer  Winkel
zwischen den Tan-
genten: oy + |an| =
ap —ag = 71,6° +
71,6° = 143,2°.
Kleinerer = Winkel
(Schnittwinkel):
p=180°—143,2° =
36, 8°.

4,

(a) Nullstellen: f(z)=12%(z?*—42+6)=0:
T2 = 0 (doppelt), keine weitere
Losung aus x° — 4z + 6 = 0.
Extrema/Monotonie:

f(z) = 42 — 122% + 122
f'(z) = 0: 4z(2* — 3z + 3) = 0;

r1 = 0 (wie erwartet); keine weitere
Losung aus 22 — 3z + 3 = 0.
ff<0  f'>0
fallt (o steigt
Min(0; 0)

(b) Nullstellen: f(z) = 2(z? — 9) = 0;
Ti/2 = 0 (doppelt), T3/4 = +3.

Extrema/Monotonie:

f'(z) = 42° — 18z = 4x(2*—4,5) = 0;

x1 =0, To/3 = j:\/4_75

f'<0 >0 f'<0, f >0

fallt _ /75 steigt ( fdllt /g5 steigt
Min Max Min

Min(++/4,5| — 20,25), Max(0|0)

Schnittwinkel bei der Nullstelle z = 3:
m= f'(3) =4-33-18-3 =54 =
tan «, also o =~ 88,94°.
Achsensymmetrie von f, daher bei
x = —3 Schnittwinkel —88,94°.

5.

fllxr)y=x—-1

f(zo) = f(5) = 4,5, also Py(5]4,5).
Tangentensteigung f'(zo) = f/(5) = 4.
Erster Niherungswert und neuer Startwert:
T =z — HEL =5 — 12 = 3875,

Zweiter Iterationsschritt:

f(z1) = f(3,875) ~ 0,6328, Tangentenstei-
gung f'(z1) = f/(3,875) = 2,875.

Zweiter Naherungswert:

_ flz1) 0,6328
Ty = T1 — f,(;l) ~ 3,875 — 5575 3,6549.
6.

Fla)=20—v2=0. z=2

2

Dannistc = \/22 — 2x + 1 =

— (2 2 _ f1_1 _ 2
=VORP -V R +1=y[j= =
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11. Klasse Losungen 11

Koordinatengeometrie: Vektoren 04

I () M = 4B also M(4]2/0,5). (b) w3
CT = gc—é,d.h.T—C: 2(B = (), also

L (15 3-15 2,5
T=(-2]|+2(4-2 |={ 2|, T(25[2]1,5).
2,5 1-25 15

(©) Vapes = |ﬁx1€ )0 AS| = 3
e
()3

Analog Vi prs = |(MB X MT oMS|

(d) TS =TB + BA + AS = 1O-B>+Ei+ﬁ

=3(- v+u)—ﬁ+u7_—§ﬁ——v+w

2. (a) AB = |AB| = | — A| - ’( ):\/79+1+ _ /0.

Analog BD = \5 — E\ =41025+225+0=+25= % /10,
AD =D — A| = 1225+ 0,255+ 0 = /125 = 32

azﬁ(ﬁ,@): cosa= AB-AD — 33510 )05+00~0 ,894, also av~26,6°.

’A @‘ V10125
8 =4 (BA, BD): cosf= ‘_AH@‘ = SBOTHLLI00 0, als0 f=90°.

Gemal der Winkelsumme im Dreieck ist § = 180° — o — [ =~ 63,4°.

5 5 2,5 3 5,5
(b) DC'=AB, also C=D+ AL = < 0 ) + ( -1 ) - ( 15 >,also C(5,5|—1,5/1).
1 1

0

() ABx AD = RAW gg _(q ' Dif: Linge 5 dieses Vektorprodukts ist die
0 0 5 Flidche des Parallelogramms ABC'D.

Die z3-Richtung dieses Vektors musste sich ergeben, da /@ X @ senkrecht
auf @ und AD steht, also senkrecht auf der Parallelogramm-Flidche, und dieses
liegt wegen der gemeinsamen x3-Koordinate in der zur x;x2-Grundebene paral-
lelen Ebene 23 = 1.
(d) A’B'D’ ist ebenso wie ABD ein rechtwinkliges Dreieck, dessen Ecken auf dem
Thaleskreis iiber [A’D'] liegen, also mit Mittelpunkt M’ (0,75| —0,75) (aus M’ =
%(ff’ + D’)) und Radius r = IAD =1-5V2=3\2(@lsor? =2 .2=2)
3. (1 — 3)% + (w9 — (=5))* + (w3 — 0)* = 62, also (1 — 3)> + (z2 + 5)? + 22 = 36
(bzw. ausquadriert 3 — 6z + 23 + 10z9 + 22 = 2).
Wegen MO = \/(—3)2 + 52 + 0 = /34 < 6 liegt O innerhalb der Kugel.

_ Gob _ 4(=2)+32401 Ny o
4. cosp = GLE = YISOy —0,133, also p ~ 97,7°.

»a»mw@"“

1
6

3 gl —24+3+90] =

@iw@ BA+ A5 =

23
2"
— 23
1
3
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11. Klasse Losungen 11

Wurzelfunktion, Umkehrung, Parameter 05
1. Definitionsbereich: 16 — 2 > 0, also z* < 16, also D; = [—4; 4]. no
Abstand des Punktes (x|y) = (z|f(z)) = (z]v/16 — 22) vom f T (z]y)
Nullpunkt gemif3 Pythagoras: o “y
r=VEF P =2+ (V-2 =V F 16— =4 —— %

2. (a) Wegen ,— wird die Wurzelfunktion y = /x an der 1y
x-Achse gespiegelt, wegen ,,v — 1 um 1 nach rechts o BT
verschoben und wegen ,,+2 um 2 in y-Richtung ver- Ay
schoben. "

(b) Spiegeln an w: Aus z. B. (0,2]4,24) wird (4,24/0,2).
(c) Eingezeichnet ist nebenstehend auch ein Steigungs- | ™.
dreieck sowie das gespiegelte Steigungsdreieck. o ﬁ ft
Dabei wird aus f'(0,2) = % beim Spiegeln 0 5 B
(f71)(4,24) = £, allgemein also (f~')'(b) =

_1

f'(a)’

3y = .z €R 1 e R\{1 Den Wertebereich findet man mit Hilfe einer kleinen
Y ””1 \{ } y \{ } Skizze oder im Laufe der Aufgaben-Bearbeitung.

Variablentausch: z = =5 1, y € R\{—1}, z € R\{1}
Aufldsen (mit HN multlphzleren, gesuchte Variablen-Stiicke auf eine Seite):
wly+1)=y—-3ay+az=y—-%(3+r=y—ay;3+a=y(l—xz);y=33
Also: f~H(z) =322, Dy = R\ {1}, Wy = R\{-1}

4. Fiir die Umkehrbarkeit ist notwendig, dass man zu jedem y-Wert von 1¥/; genau einen
x-Wert hat. Wenn eine Funktion streng monoton ist, dann hat sie diese Eigenschaft.

Hier: f/(x) = 32% + 5 > 0 fiir alle z, also ist die Funktion streng monoton steigend
und somit umkehrbar.

5. p/(z) = 2x — 2. Steigung der Tangente in Q): m = p'(2) = 2.
Steigung der Geraden: f;(z) = 2k, diese muss fiir Parallelitit gleich 2 sein:
2k =2, alsok = 1.

6. (a) fi(z) =25 3a?—2 2x—9: Sa? — %z —9. fi(x) = 0 liefert:
6 3
:l:\/ -ﬁ- 9>:(2:|:22).a

> also xy = 3a, 13 = —a.

Ti/2 =
a2
, , ) Fiir die Vorzeichenbereiche beachte man, dass 3a ,,links*
. . von —a liegt, da a negativ 1st, und dass die durch die -
>0  f'<0,  f'>0, liegt, d gativ ist, und dass die durch die Ab
steigt 3a fillt —a steigt leitung f’ gegebene Parabel (wegen {13—2 > 0) nach oben
geoffnet ist, also die Vorzeichenabfolge ,,+ — + hat.

Also Maximalstelle z = 3a mit y-Wert f,(3a) = % - (3a)* — 2 - (3a)> =9 3a +
5(a+ 1) = 27a — 27a — 27a + 5a+ 5 = —24a + 5.

(b) Lost man die Gleichung fiir den x-Wert des Maximums x = 3a nach a auf (also
a = %) und setzt in die Gleichung fiir den y-Wert y = —24a + 5 ein, so erhilt
many = —24 - £ +5 = —8zx + 5. Die Maxima liegen also alle auf der Geraden
y = —8x + 5.
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11. Klasse Losungen 11

Differentiationsregeln 06
1. (a) f'(z) = —2%sinz + 2z cosz (b) f'(z) = (2“{229)535)_212’2 = (2;;:;):3
(C) f (CL’) _ Cosz-cosxc—ozgnwx-(—sinx) _ Cosif’:?s;an _ 00521 (d) f/(x) _ %x_%
(e) f(x)=sin ( x),also f'(z) = cos(ix) . ; = %COS(%)
) fx)=4-Bz—2)"Yalso f/(z)=4-(-1)-3x—-2)"2-3= —ﬁ
® f'(x) = (T2 - 1) (=2)a~% + 4(Tx — 1) 7. g2 = ([l (D)
(h) f/(w) = G=2ien)2 — A
() f'(z) = (22—1)2-2 (éiﬂc—;)l) 2(22-1)2 _ 2(%_(21;:%3“1) - (Qfﬁ)%
2. fla) = (L= 4292 f/@) = (1 — da?) /2 (~80) = — 1t
2

Fiir die Wurzel muss 1 — 422 > 0 gelten, also 22 < i alsox € [—5, %]
Da bei f’ dieser Ausdruck im Nenner steht, ist dort sogar 1 — 422 > 0 zu verlangen.
Somit: Dy = [— Dy =] — 1. 1[

2’2] 272

3. fla) = (1 —a)"2% fla) = —3(1—2) %2 (=1) = 5(1 —2)72.

f'(0) = 3, die Tangente hat also die Gleichung y = 1z + 1.

Néherung:
Fiir ,kleine* = (nahe 0) gilt \/11? ~ v+ 1

2 2 1 .
Anwendung auf £ = mc® = mgyc N

Fiir kleine v/c, d. h. fiir Geschwindigkeiten v, die

% klein sind im Vergleich zur Lichtgeschwindigkeit
L, ¢, gilt: E &~ moc?(5(v/c)? + 1) = smov? + moc?

(Die Gesamtenergie setzt sich zusammen aus der
Ruheenergie moc? und der kinetischen Energie)

4. Die Steigung von f ist gegeben durch f'(z) = 0,2 — sin(2x) - 2; f’ ist am groften,

wenn sin am kleinsten ist, also wenn sin(2z) = —1,d. h. 2z = %, d. h. 2 = %
5. Verschiedene Schreibweisen fiir den Funktionsterm: f(z)= %—xQ = 1;‘”3 =122
D =R\{0}
lim f(z) = “ £17 — +oo (Senkrechte Asymptote, Pol 1. Ordnung z = 0)
Nullstelle: f(z) =0:1—2° =0,z =1
Extremum und Monotonie: f/(z) = —272 — 2z = _1;22963
f(x) =0: =1 —22% = 0; x——\%
>0 | <0 | <0 Fijr:z;—>:|:ooist%—>O,alsoschmiegt
steigt —3%/5 fallt 0 fallt sich der Graph von f(z) = 1 — z?
Max ¢ D an die Parabel y = —x? an (also auch

(_%\d_%\*/ﬁ) lim f(z) = —o0).

r—+o0
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11. Klasse Losungen

11

e-Funktion 07
1. (Fortsetzung 4.)
(@) fi(x) = 5e*3 (Kettenregel) (b) g(t)=2,75-1,021' =2,75 - n(1:021) —
- =9 75615-111 1,021 _ ekt
() folz (Kettenregel) ;
ol = & mit & — In 1,021 ~ 0,021.
©) fi(z) = (2% —2)e® + 2xe® 1
2 g’(t) = 2,75 -1n1,021 - e 1,021t “als0

= (2° + 2z — 2)e” (Produktregel)

e 621‘7 2z 1)6
(d) fy(x) = (HRL
31+2621+6 ( +1)
= L (Quotientenregel)

(e) fi(z)=e"m%. (sinz + xcoszx)

() fi(zx) =1 €% 4 e’ . cosz =
= (1 + x cos z)esn?®

((e) und (f) mit Produkt- und Kettenregel)

2.
(@) F(z)=e*+C  (Probe durch Diffe-

o 31+l renzieren  bestitigt
() G(2)=2e"""+C 4" Richtigkeit des

(c) H(x)= —e " £ (O jeweiligen Ansatzes)

3.

(a) Beidseitiges Logarithmieren liefert:
r=In10~ 2,3

(b) Ein Produkt ist O, wenn einer der Fak-
toren O ist, also 112z — 12 = 0 oder

el3r=14 — (): da die e-Funktion nie 0

wird, bleibt nur x = %

(¢) €* ausklammern: (5 + 2% +4)e” = (.

Wieder kann e® nicht 0 werden, al-
so bleibt 2% + 5z + 4 = 0, Ty =

_5iv25 14 alsoxy = —1, 19 = —4.

(d) Wir schrelben e** = (e”)?, bringen
alles auf eine Seite und klammern e*
aus: (e%)? — 3e” = 0; e®(e” — 3) = 0.
Wieder e* nicht O, also ¢* — 3 = 0,
e* =3, r=In3~1,1.

(a) Zunahme um 2,1 % heifit Mult. mit
a = 1,021, also g(t) = 2,75 - 1,021%.

40 Jahre nach 1990 ergibt sich
g(40) = 2,75 -1,021*° ~ 6,31.

g'(40) = ... 102140 ~ (9 13,
¢'(40) beschreibt die Anderungsrate
im Jahr 2030, d.h. um wie viele Mil-
liarden Tonnen der CO,-Ausstofl im
Jahr 2030 pro Jahr zunimmt.

(¢) h(0) =2,75 = g(0).

J(0) = 2,75 - 1,021 - 1 ~ 0,057,
R(t) = —1,42 - (—0,041)e= %0 also
B(0) = —1,42 - (—0,041) - 1 ~ ¢/(0).

Die Werte von ¢'(t) werden mit zu-
nehmendem ¢ immer grofer, d. h. die
Kurve g wird immer steiler; dage-
gen werden die (positiven) Werte von
Rh'(t) immer kleiner, d. h. die Kurve h
steigt zwar, wird aber immer flacher;
tlggo g(t) — oo, aber h nihert sich ei-

nem Grenzwert: tli}m h(t) = 4,17.

5.
Nullstellen: f(z) = (0,5 — z)e! ™ = 0;
e-Fkt. nicht 0, also 0,5 — x = 0; x = 0,5.
Extrema: Produktregel: f'(z) = (—1)e!™® +
(0,5 —z)el - (=1) = (=1 =05+ x)e' ™%
fl(x) =02 =15. /<0 _ f'>0
fallt 1,5 steigt
Also Min (1,5| — e %) ~ (1,5 — 0,61).

Grenzwerte: lim (0,5 —z) e — +oo,
T——00 e

—4o0 T

lim (0,5 —x)¢'™® = 0 (denn e-Fkt. kon-
Wv

r—r+00 —— 5
vergiert stirker); also y = 0 (z-Achse) waag-
rechte Asymptote fiir v — +oc0.

f(0)=0,5e~1,36 ‘y
f(1)=-05 A

i

0 : 1 ——
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11. Klasse Losungen 11

In-Funktion 08

1. 5.
(a) D: 4z +10 > 0; x > —2,5; f(x) =In(-%5) =Inz —In(z - 1),
D =] = 2,5,00] Flo) =1 -k = gk — ey =
filz) = 4$+10 4= 212+5 = i(xl—f; = cc(xil) < Ofiralle x € Dy =
(b) D: —2 > 0; 2 < 0; D =] — 00;0]. ]1; 0], also ist f in diesem Bereich streng
fla)y==L-(-1)=2 monoton fallend und daher umkehrbar.
(©) D:a > 0.2 # 0 D = R\{0}. y =In(z%);
fifz) =3 20 = ¢ Loy
(oder mit f3( )=3- 21n(x)) T = lngﬁﬁ
(d) D:z >0, D = R* =]0; 00]. ° A
file)=(@=¢)- 1 +1-Ina Wl =y
f‘ ye —e’ —y =0;
(e) D:v(z) = 24 > 0. y(et —1) =
Vorzeichenbereiche (vgl. grund107.pdf): y =< fYz) = e
v>0 v<0 v>0 erl et
—2.5 1 6.
Also D =] — o0; —2,5[U[1; o0l. Dy = R" =]0; .
f5(z) = In(22 + 5) — In(z — 1) Nullstellen: f(z) = (z 4+ 2)Inz = 0;

(x +2) =0oderlnz = 0;
z = —2oder x = 1; da —2 nicht im Definiti-
onsbereich liegt, bleibt nur Nullstelle z = 1.

fi@) =55 2- 4
) D:7T—a2>0,0<7,D=]—00;7.

/ x
fo(w) = = (Z1)+e* In(T—x) lim f(z) = —o0; lim f(z) — oo.
((d) und (f) Ableitung mit Produktregel) z—0+0 Tre0
Produktregel: f'(z) = (z+2)- 1 +1-Ina.
2. Tangente im Punkt P(2;41n 2):
Produktregel: m=f(2)=2+mn2.
Flz) =2 +1-Inz—1=Inz = f(z) Also Ansatzy = (2 +1In2)z + ¢t
h(z) =logiy o = {5 also P:41In2 = (2+4In2)-24+t,alsot = 21n2—4.
Stammfunktion f[(oc) = 1117 gx Inz—2)+C Somit Tangente: y = (2+In2)z+2In2— 4.
und Ableitung K'(z) = 17 - - Aufgrund der Limites gehort zu f der
3. Graph C. Sowohl A als auch die um 3 Ein-
(@) F(z)=2x—Tlnz+C heiten nach oben verschobene Funktion B
(b) g(x) = == a1l _ 1 — 11272, also sind Stammfunktionen, d?. deren Steig‘ung‘s—
G(z) =Inz + 11 21 Verhalt.en durch das Vorzeichen von f richtig
beschrieben wird.
4, F' ist Stammfunktion, denn (Produktregel):
(@) Inz = —2; 17 = e 2 F'(z) =
(b) ln(x2 _ 1) = 10; ZL’2 —1= 610; = (0,5ZL’2+2$)% + (ZE+2) Inx —0,5.1‘ —2=
Tijp = Ve + 1 = (052 4+2)+ (z+2)Inz — 0,5z — 2 =

— (z+2)Inz = f(z).
(c) 0,9 <1-0,99% 0,99* < 0,1; hfrzf _‘_F()l’)njo (dfe(lfl’)l das Polynom 0.5x2 +
In0,99* < In0,1; x1n 0,99 < In0,1; z—0+0 ’

> an00919’ z>2291. 2z konvergiert stirker als die In-Funktion).
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11. Klasse Losungen 11
Wahrscheinlichkeit, Unabhangigkeit 09
1. Betrachtet man das nebenstehende Diagramm, so sieht man 0O
AUB = (AN B)U B, wobei dann Ey N Ey = {}, wende @Q’

E; Ey
also Axiom (3) an: P(AU B) = P(AN B) + P(B).

Ebenso ist A = (AN B) U (AN B) disjunkt und somit ]

F Es A ANB B
P(A)=P(ANB)+ P(ANB),also P(ANB) = P(A) — P(AN B).
Hieraus folgt P(AU B) = P(A) + P(B) — P(AN B).

2. (a) V: Vorderlicht defekt. R: Riicklicht defekt. %4 1%
Vierfeldertafel: Man macht sich zuerst klar, R 0,003 0,057 | 0,06
dass die W. von mindestens einem Defekt R| 003 091 |09
P(R U V) durch drei der Felder gegeben ist, 0,033 0,967 | 1
so dass fiir das vierte Feld P(RNV) = 1-0,09
bleibt. Zeilen- und spaltenweise konnen die restlichen Felder ergiinzt werden.
Man erkennt die Abhéngigkeit: P(V')- P(R) = 0,033-0,06 # 0,003 = P(VNR).

(b) Im Fall von Unabhéngigkeit miisste fiir die gegebene Grofle gelten:

P(RNV) = P(R)-P(V),also 0,057 = 0,06 - P(V), also P(V) = W = 0,95,
also P(RNV) =0,94-0,95 = 0,893, also P(RUV) =1 — 0,893 = 0,107.
3. Ej5: ,Friihestens der 4. Besucher wiinscht Currywurst oder ,,Die ersten 3 Besucher

wiinschen nicht Currywurst.

FE5 N Ey: ,Der vierte Besucher ist der erste, der Currywurst wiinscht*.

P(E3)=1-P(F;)=1-—(1-0,6%) =0,216.
Es LSt E5 Teilmenge von F, und daher E,

4. P(AUB) = P(A) + P(B) — P(ANB) = §+§ %:1—20,6. A A
A, B unabhiingig: P(A) - P(B) =2 -1 =2 = P(AN B). B —

Im Bild ist dies daran erkennbar, dass die ,,Teilungslinie” auf gleicher B| |~ i
Hohe verlduft, was bedeutet, dass der Anteil der B unter den A (also

Ps(B) = Pg}gf )y gleich dem Anteil der B unter der Gesamtmenge ist (= P(B)).

5. (a) Q= {1111,...,7777}, also (Zahlprinzip — grund55.pdf): |Q| = 7* = 2401.
Fiir die Anordnungsmoglichkeiten der gleichen Ziffern gibt es 6 Moglichkeiten
(11xy, Ix1y, 1xyl, x11y, x1yl, xy11).
Es gibt 7 Moglichkeiten fiir die Wahl der beiden gleichen Ziffern, dann noch 6
Moglichkeiten fiir die zweite und dann noch 5 Moglichkeiten fiir die dritte Ziffer.

Also [Z] =6-7-6-5= 1260, somit P(Z) = 309 ~ 0, 525.

(b) Es gibt 4 ungerade Ziffern 1, 3, 5, 7, also P(U) = ‘;—i = %.
Entsprechend zu Teilaufgabe (a) tiberlegt man: [UNZ| =6-4-3 -2 = 144.
P(UNZ) = 57 ~ 0,060, aber P(U) - P(Z) = 22 - 203 ~ 0,056. Also sind
U und Z abhiéngige Ereignisse.

© Po(U) = 557 = g ~ 0,114,
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11. Klasse Losungen 11

Steckbriefaufgabe, Optimierung 10

1 1 _ yi—y2 __ 2013-2014 __ 1 e 1
1. Steigungsdreieck m = oo = 2019=2015 — 3- Ansatz also: y = ST+t

P einsetzen: 2013 = % 2012+ t=>t = 1342%. Also Geradengl.: y = %x + 1342%.
2. Ansatz f(z) = az® + bx? + cx + d, also f'(x) = 3az? + 2bx + .

Punkt (1| — 64), also f(1) = —64:a+ b+ c+d = —64.

Waagrechte Tangente bei © = 1, also f'(1) = 0: 3a + 2b+ ¢ = 0.

Nullstelle = = 5, also f(5) = 0: 125a + 25b + 5¢ + d = 0.
Punkt (0] — 65), also f(0) = —65: d = —65.

Gleichungssystem nach Einsetzen ~ Also a = 1, also (aus 2a + b = —1) b = —3,
von d = —65: also(ausa+b+c=1)c=3.

at+b+c=1 |-(=1) |-(=5) Somit f(z) = 23 — 32 + 3z — 65.
3a+2b+c=0 |-1 Nullstellen: f(x) = 0, z; = 5, Polynomdivisi-
125a + 25b + 5¢ = 65 |- 1 on (23 —3x2+32—65) : (x—5) = 2*+2x+13.
2a +b=-1 |- (—20) * + 2x + 13 = 0 liefert wegen x93 =
120a +20b=60 |-1 —2Eya-4113 V24_I4'1'13 keine weiteren Nullstellen.

80a = 80.
3. f(x) = (z+a)eb®, also (Produktregel) f/(x) = 1-e"*+(x+a)e’® b = (1+bx+ab)e™.

Punkt (0, 1), also f(0) = 1: ae’ = 1, also a = 1.

Steigung bei x = 0 ist 3, also f/(0) = 3: 1 + ab = 3.

Einsetzen von a = 1 liefert b = 2. Also f(z) = (z + 1)e*.

Alb
4. G: Zu minimieren: Leiterlinge AF = \/h? + 22 -
N: Dreieck ABF #hnlich zu Dreieck C'DF', also g:? = %, d. h. ,
h_ 8 Lo
T = o1 L

A: Aus N folgt h = 2% also AF = \/W'
Dieser Ausdruck wird minimal, wenn der Ausdruck unter der Wurzel

_ (8z )2 2 __ _64z? 2 64x?+a2?(z—1)% 2424346522
r(r) = (7)) + a7 = w1z T2° = @—1)? = T2

moglichst klein ist.

. x—1)2- (423 —622+1302) — (2* —2234+6522)-2(z—1 2z (23 —322+32—65
D: 7' (z) = (z=1)%-( (x)_1§4 ):2(z=1) _ 2x( e )
((x — 1) kiirzen, Zihler zusammenfassen, 2z ausklammern)

E: r'(x) = 0 liefert 2x(2® —32%+32—65) = 0, also x; = 0 oder 23 —32*+32—65 = 0.
Die Nullstelle von letzterem Polynom kann mit z, = 5 ,,geraten® S0 <0 >0
werden; weitere Nullstellen sind nicht vorhanden (— Aufgabe 3). seigt 0 fillt 5 steigt

Also ist r und damit die Leiterliinge AF minimal fiir z = 5.

5. Zu optimierende GroBe: pg = p(1—p) (Damit ist bereits im ersten Schritt auch die Nebenbe-
dingung ¢ = 1 — p und das Ausdriicken durch nur eine

Variabl hehen).
Umbenennung x < p: f(z) = 2(1 —2) = o — 2%, 2 € [0;1]. ariable geschehen)

Differenzieren: f'(z) = 1 — 2x. Extremwerte suchen: f'(z) = 0; z = 1.
Da es sich bei f um eine nach unten getffnete Parabel mit Nullstellen 0 und 1 handelt,
ist bei x = %, also bei p = % das obige Produkt maximal (ndmlich p(1 — p) = %).
Wegen des Wertebereichs [0; 1] gibt es daneben noch Randminimabeip = Oundp = 1
mit minimalem Wert p(1 — p) = 0.




‘-ﬂ—ﬂﬁm-

I J k)k)ﬁkjk)

CC BY-SA: www.strobl-f.de/Isgl 1k.pdf

11. Klasse Losungen

11

Kompakt-Uberblick zum Grundwissen

K

1
)2 —”i”
=IR\{6}. a;l—lgjl:o —¢ = 107 — too.
lim =629 — iy zf6+” — +o0.
r—+o0 —6 r—+o0 1_

Wegen ,,Zihlergrad = Nennergrad+1“ gibt es
eine schrige Asymptote mit Term g(x):

fla) = =00 = [

~~ z—6 .

90 o i rosoo o - !
Skizze mit der (Zihler!) B .
doppelten Nst z = 3: O\ z
2. i |

(a) b hat einen Knick bei x = 11, so dass
dort die Tangente nicht definiert ist.

(b) fl(x) =—-2x+T.

(©) f'(x) = 3ax?® + 2bx + c.

3.

f'(z) = 62* — 24x + 25. P(1] — 5).
Tangentensteigung m = f'(1) = 7.
Tangenten-Ansatz y = mx +t = 7z + t.

P einsetzen: —5 =7 +t,alsot = —12.
Somit Tangente y = 7x — 12.

Keine Extrema: f/(z) = 62> —24x+25 = 0,
also a1y = 2AEVIIE-1625 VITEoA 020 “.Da f'(z) >0
fiir alle z, ist f streng monoton steigend.
Nullstelle: Newton-Verfahren (Startwert,
dann Iterationsformel siche Merkhilfe)

4. 22— 2 20
AB = B— A = (9—(—3)): (12),
9-0 9
also AB = |AB| = V207 + 12 9% = 25,
Ebenso AD = AE = 25.
ABoAD=20-15+12-(—16)+9-(~12) =
also @L@ Ebenso ﬁJ_A—E @J_ﬁ
G—D—hﬁ—l—ﬁerglth( 78] — 23).
Vektor AB x AD steht auf AB und AD
senkrecht (also Vielfaches von ﬁ), seine
Linge = Flidche des davon aufgespannten
Parallelogramms (hier: Quadrat ABC'D).

cos oAG _ 20:35412:1149-(=23) _ 1
e ‘T?’ ‘m‘ 25.4/352+112+(—23)2 V3’
also ¢ ~ 55°

5.

fa ist extremal, wenn der Radikand r,(z) =
az® + x + 2 extremal ist (wegen a > £ eine
nach oben geoffnete Parabel mit Minimum).

/

r(r) = 2ax + 1 =0 liefert z = —-, somit

y = Jal=24) \/m—*ﬂL?_\/?_*
Also Min(—5-[4/2 — £).
Fiira = 0: Funkuonsglelchung y=+Vz+2

Variablentausch: z = /y + 2.
22 =y+2,als0y = 2% — 2= f;! ()

6.
fi(z) = 2sinz + (2o — 6) cos .
1) = — (ka5 —6:(—1)a~2)-sin(y/5— )
2
fiw) = R = o
7.
xE@m(260’5x —1x)— 00, schriige As. y = —x
—0
i f0)= T (G~ 1) g = o0
T ooy

f(z) = 05””—1:0;:75:0. 2 %
['(z) < f'(x) >0 Min > _
fallt steigt  (0[2) 3

=
Wy = [2; 00|. Keine Nullstellen. 0.
8.
Dy: —4 — 255 > 0, also Dy =| —
£10) = e () = oy
Nullstelle: —4 — 2z = 1; x = —2,5.

A= {<_2v2)7 (_17 1)a (17 _1>7 (27 _2)}, al-
o P(A)= 132l e
PB) =1 +3= 1

Lt = SE PP g e d
10.

Max(0|2) liefert f(0) = 2, d. h. d=2
undf’()—Odh c:O

Min: f(3) = 2,d.h. @a+16b+ ct+d=
undf’()-Oth a—|—2 4b+c-0
Der Punkt mit klemstem Abstand von O

sei P(x|y). Suche Minimum von d(z) =

Va2 +y? = \/x2 + (23 — 222 4 2)2.




