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10. Klasse TOP 10 Mathematik 10

Gesamtes Grundwissen mit Ubungen G

Grundwissen Mathematik 10. Klasse: Die 10 wichtigsten Themen auf jeweils einer Seite!
Zum Wiederholen kann man die Ubungen des Kompakt-Uberblicks verwenden.

10/1  Exponentialfunktion und Logarithmus
10/2  Zusammengesetzte Zufallsexperimente
10/3  Bogenmal

10/4  Trigonometrische Funmktionen

10/5  Ganzrationale Funktionen

10/6  Vorzeichenbereiche

10/7  Uberblick: Funktionen und Gleichungen
10/8  Pyramide, Kegel

10/9  Kugel

10/10  Polynomdivision (nicht im Lehrplan)
10/K  Kompakt-Uberblick zum Grundwissen
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G=Grundwissen, U=Ubungen, L=Losungen




10. Klasse TOP 10 Grundwissen 10

Exponentialfunktion und Logarithmus 01

Exponentialfunktionen f(x) = a - b® mit Anfangswert ¢ > 0 und Wachstumsfaktor b > 0.
y=2" y=10"" = (35)" Definitionsbereich: D = IR

Yy Y Wertebereich: W = IR™ =]0; oo
Im Fall b > 1 steigt die Kurve streng mo-
noton (und zwar bei geniigend groBen x-
Werten beliebig steil; steiler als bei linearem

1 1\? oder quadr. Wachstum); fiir x — —oo néhert
T sie sich der z-Achse (Asymptote).
o T o & Firz=0erhiltman f(0)=a-t"=a l1=a.
Anwendungsbeispiele:

e Zins und Zinseszins: Ein Guthaben K steigt jedes Jahr um 5 %, d. h. mit Faktor 1,05.
Nach z Jahren liegt dann das Guthaben K - 1,05 vor (exponentiell steigend).

e Radioaktiver Zerfall: Der Vorrat an noch nicht zerfallenen Atomkernen nimmt in einer
gewissen Zeit jeweils auf die Hilfte ab. Nach x solchen Zeitabschnitten liegt dann nur
noch (%)I = 27" von der Anfangsmenge vor (exponentiell fallend).

e Bei exponentieller Zunahme ist bei einem Zeitschritt der Faktor gleich, also % =b
konstant, bei linearem Wachstum ist die Zunahme gleich, also f(x + 1) — f(z) = m
konstant. So ergeben sich z. B. aus 100 Euro bei linearer Zunahme um jihrlich m = 20
Euro nach 1 bzw. 2 bzw. 25 Jahren dann 120 bzw. 140 Euro bzw. 100 + 25 - 20 Euro
= 600 Euro, dagegen bei exponentieller Zunahme um 20 % sogar f(1) = 120 bzw.
f(2) = 144 Buro bzw. 100-1,20% Buro ~ 9540 Euro. Hier ist z. B. 18 = £ = 1,20.

Logarithmusfunktionen f(z) = log, z zur Basis b > 0

sind Umkehrfunktionen der Exponentialfunktion, und zwar ist der Loga- b .

rithmus zur Basis b die Umkehrung zur Exponentialfunktion mit Basis b. ‘W o

Somit log, b* = x und b'°%® = x sowie log, 1 = 0, log, b = 1. b

Beispiel: log;(81) = 4, weil 3* = 81, und log,(—81) ist nicht definiert, weil es keine Zahl =

gibt mit 3* = —81. Somit Definitionsbereich Dy,,, = R =]0; oo

Am Taschenrechner (TR) steht oft mit der log,-Taste die allgemeine Logarithmusfunktion zur

Verfiigung, ferner mit der log-Taste der Logarithmus zur Basis 10, also die Umkehrfunktion

zur Exponentialfunktion mit der Gleichung y = 10”. Falls es keine alllgemeine Logarithmus-
ogy, a

funktion am TR gibt, muss man die Basiswechsel-Formel log, a = Tog, ¢ verwenden.

Rechenregeln: log(ab) = loga + logb log($) = loga —logb log(a") = rloga

Exponentialgleichungen
sind Gleichungen, in denen die Losungsvariable x im Exponenten auftritt. Exponentialglei-
chungen 16st man durch beidseitiges logarithmieren.

Beispiel: Die Weltbevolkerung betrug 1990 ca. 5264 Millionen, 2006 ca. 6538 Millionen.
Modelliert man dies als exponentielles Wachstum mit Anfangswert b = 5264 - 106, al-
so f(z) = b-a®, so ist (16 Jahre spiter) f(16) = 6538 - 10° = 5264 - 10° - a'®, also
a= % % ~ 1,24T163 ~ 1,0136, d. h. das jdhliche Wachstum betrigt ca. 1,36 %.

Danach Bevdlkerungszahl im Jahr 2050: f(60) = 5264 - 10° - 1,0136% ~ 12 - 10°.

Wann wird sich bei diesem Modell die Bevolkerungszahl im Vergleich zum Jahr 1990 ver-
doppelt haben? Antwort: Gesucht ist z mit f(z) = 2 - 5264 - 105, also die Lsung der Expo-
nentialgleichung 2 = 1,0136”. Anwendung von log auf beiden Seiten: log 2 = log 1,0136%;

gemil Rechenregel folgt log 2 = z - log 1,0136, also x = loghi% ~ 51, also im Jahre 2041.
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10. Klasse TOP 10 Grundwissen
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Zusammengesetzte Zufallsexperimente

02

Viele Zufallsexperimente (z. B. mehrmaliges Ziehen aus einer Urne) lassen sich bequem
mit einem Baumdiagramm beschreiben, bei dem man auf jeder Stufe des Experiments die
Aste mit den entsprechenden Wahrscheinlichkeiten beschriftet. Die Ergebnisse bzw. Ereig-
nisse des ganzen Zufallsexperiments sind dann jeweils durch einen bzw. mehrere Pfade im

Baumdiagramm gegeben. Dabei gelten die Pfadregeln:

1. Die Wahrscheinlichkeit eines durch einen Pfad gegebenen Elementarereignisses ist
gleich dem Produkt der Wahrscheinlichkeiten an den Asten lings dieses Pfads.

2. Die Wahrscheinlichkeit eines zusammengesetzten Ereignisses ist gleich der Summe

der Wahrscheinlichkeiten der Pfade, die zu dieses Ereignis fiihren.

® @

1
4

Beispiele:

1. Die nebenstehenden Gliicksrdder werden gedreht. Be-
trachtet werden die Ereignisse
E;: Hauptgewinn, wenn beide Rider eine 1 zeigen;
Ej5: Trostpreis, wenn genau eine 2 dabei ist;
also By = {(1, 1)}, B, = {(1,2),(2,1),(3,2)}.
1. Stufe: Drehen des linken Gliicksrads.
2. Stufe: Drehen des rechten Gliickrads.

P(Ey) =1 -1 = £ = 6,25 % (Pfad ganz links),
1

P(Ey) = ;3({(172)}) +P{(2,1)})+P{(3,2)}) =

_ 1.3 ,1.1,1.3_5_
=i o+ it 1=2=625%

I 2
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Simulation — ueb102.pdf, Aufg. 3

2. In einem Hut befinden sich 9 Lose, davon 2 Gewinnlose. Jemand zieht 3 Lose (natiir-

lich ohne Zuriicklegen).

Ereignis A: Mindestens ein Gewinn.

Erste Stufe des Zufallsexperiments: Ziehen des ersten Loses.
Bei der zweiten Stufe muss man beriicksichtigen, dass nun nur noch 8 Lose im Hut

sind, davon je nach Ausgang der ersten Stufe 1 oder 2 Gewinnlose.

Entsprechend verfahrt man beim dritten Zug.

Baumdiagramm (G=Gewinn, G=Niete):

7
9

G G

2 6
8 8

|
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o

5
7
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1 1
7 7

G G G G
|

G ¢« ¢ ¢ G G G

Ereignis A ist durch alle Pfade auBler dem letzten ganz rechts gegeben, so dass es be-
quemer ist, die Wahrscheinlichkeit mit Hilfe des Gegenereignisses A: ,,Kein Gewinn*

zu berechnen:
PA)=1-PA)=1-1.5.5=1T =583%
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10. Klasse TOP 10 Grundwissen 10

Bogenmal 03

Bogenmal}

Erkldrung: Winkel konnen gemessen werden im Gradmaf (Vollwinkel = 360°) oder im Bo-
genmal} (Vollwinkel = 27).

Letzteres hat seinen Namen daher, die Bogenlidnge, die der Winkel aus einem b
Kreis mit Radius 1 ausschneidet, als Mal fiir den Winkel zu verwenden.

Wegen des Kreisumfangs 2rm = 27 (fiir » = 1) ist dementsprechend’

360° = 27

Umrechnungen: @ admag verhilt sich zu 360° wie @pogenmag 2 27r: £G5admat — Fhoscnmal
Beispiele:
Gradmall — Bogenmal3: 17° ist 31670 des Vollwinkels, also 17° = 360 <21 = 0,297
(bzw. mit der Formel: @Bogenmaﬁ = % 2m).
Bogenmall — GradmaB: % ist > 2 6 des Vollwinkels, also § = 60°

™
(bzw. mit der Formel: ¢¢radmas = 2252028 - 360° = 2 - 360° = 6 - 360° = 60°).

Merke auswendig: 5 = 90°.

Taschenrechner und Gradmaf/Bogenmal:

Bei Verwendung der trigonometrischen Funktionen sin, cos, tan ist der Taschenrechner zu-
vor je nach Bedarf auf GradmaB (,,degree”) oder Bogenmal (,,radiant”) einzustellen (siche
Bedienungsanleitung des Taschenrechners, bei manchen z. B. mit den Tasten SHIFT MODE-
SETUP 3/4 oder durch wiederholtes Driicken einer DRG-Taste). Im Display des Taschen-
rechners wird dies meist durch R(AD) beim Bogenmal} und D(EG) (oder nichts) beim Grad-
mal} angezeigt.

Beispiel: Im Gradmal ist sin 45° = %\/5 ~ 0,71, im Bogenmaf} sin § = %\/5 ~ 0,71.
Wann Bogenmal3, wann Gradmaf3?

Dies hiingt natiirlich von der Situation und der Aufgabenstellung ab. Sofern nichts anderes
verlangt ist, kann man sich an folgenden Anhaltspunkten orientieren:

Gradmal Bogenmal}
Geometrische Berechnungen an Dreiecken, Beim Zeichnen von Funktionsgraphen,
wenn das °-Zeichen vorkommt, wenn 7 vorkommt,

wenn griechische Buchstaben zur Bezeich-  wenn Variablen wie x oder ¢ vorkommen,
nung von Winkeln vorkommen (z. B. o, ¢). in Physik bei Formeln zur Kreisbewegung
und zu Schwingungen, z. B. y = a sin wt.

Kreissektor mit Winkel ¢
Fliache A und Bogenlédnge b sind Bruchteil
mal) von Kreisfliche bzw. Kreisumfang:

P2 P20 er?
A= rim(bzw. A= £ -rim = Z-),

b—w 2rm (bzw. b = & - 2rm = 1)

3655 (bzw. 3=, wenn ¢ im Bogen-

In diesen Grundwissens- und Ubungsblittern wird die Kennzeichnung, ob es sich um eine Angabe im
Grad- oder Bogenmaf handelt, durch die Einheit © (Grad) beim Gradmaf} bzw. durch einen reinen Zahlenwert
beim Bogenmal3 vorgenommen Das Gleichheitszeichen ist somit wie ein Umrechnungsfaktor fiir Einheiten zu

verstehen: 1° = 360 - 2w~ 0,0175.
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10. Klasse TOP 10 Grundwissen 10

Trigonometrische Funktionen 04

sin, cos, tan am rechtwinkligen Dreieck — grund99.pdf

Sinus, Kosinus am Einheitskreis (= Kreis mit Radius » = 1)

I ‘ I Beispiele (zum Winkel im Bogenmall — grund103.pdf):
p 1 sin(27) = sin 120° = 1v/3 (Punkt P in der Abbildung)
AT T cos(F) = cos120° = —3

sing| \A-P sin7 = sin 180° = 0 (Punkt P in der Abbildung)

Pe \/O 1 cosT = cos 180° = —1
2\ cosy P, sin(—7) = sin(—45°) = sin(315°) = —1+/2 (Punkt P5)
III:ZE\‘ - v cos(—%) = cos(—45°) = cos(315°) = 1/2

Ferner ergeben sich die Vorzeichen in den einzelnen Quadranten -1V :

% 0°=0|1]90°=7% | 1T |180°=m | I 270":377T IV | 360° = 27
COS ¢ 1 + 0 — -1 — 0 + | periodisch

sin ¢ 0 + 1 + 0 — -1 — | von vorne

Ordnet man dem Winkel ¢ den jeweiligen Wert sin ¢ bzw. cos ¢ zu, so erhdlt man sin-
bzw. cos-Funktion; dabei wird meist der Winkel im Bogenmal} verwendet und nun mit x
bezeichnet.

Graphen

siny cosy Merke: Der cos-Graph geht
1}{ o = im Koordinatensystem durch
_ o z : o den Punkt (0|1), der sin-Graph

—Z 1# 2 S _1# 2 steigend durch den Punkt (0]0).

sin und cos sind 27-periodisch.

Verschiebung, Streckung der Graphen/Einfluss von Parametern

f(x) =asin(b(x +c)) +d Beispiel: f(z) = —1,5sin(55(z + 1)) — 2
‘LVerschiebung um d nach oben Periode T" = jiz =9
Verschiebung um ¢ nach links %ﬁ #
Stauchung in z-Richtung auf ; GroBe, # o
d. h. Periodenlinge T = 27 B N
Streckung in y-Richtung auf a-fache GroBe, N I
d. h. Amplitude a (und Spiegelung, falls a < 0) Qfgpl_ltl‘fgelég D -
T=5

Eine grobe Skizze der Funktionsgraphen ist auch niitzlich zum Losen trigonometrischer
Gleichungen in Hinblick darauf, dass es mehr als die vom Taschenrechner (TR) angezeigten

Losungen gibt. Beispiel: 5sinz — 3 = 0. Y4

Nach Umformen folgt: 5 sin 2 =3, also sin 2 =0,6. 0 16 T _
Nach Driicken von SHIFT-sin zeigt der TR im Bo- > - [ N
genmaB 7; ~ 0,64 als erste Losung (TR auf RAD | ™1 o T2 32675 I3 S‘g
s grund101.pdf) bzw. im GradmaB o, ~ 37° (TR~ T T

auf DEG).

Aus der Zeichnung sieht man weitere Losungen, ndmlich xo = m — 21 ~ 2,50, und alles 27-
periodisch, also x3 = x1+27 ~ 6,93, v, +4m, v, 467, ..., allgemein x1 +2k7m ~ 0,64+ 2k7
mit ganzer Zahl k € 7, und x5 + 2km ~ 2,50 4+ 2km, k € 7Z. Im Gradmal} ergibt sich
entsprechend ¢, + k - 360° ~ 37° + k - 360° und o + k - 360° ~ 143° + k - 360°, k € ZL.
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10. Klasse TOP 10 Grundwissen 10

Ganzrationale Funktionen 05

Prinzipieller Verlauf (Verhalten fiir unendlich groe x-Werte, — Bilder unten)

An der hochsten Potenz und deren Vorzeichen erkennt man:

Bei geradem hochstem Exponenten zur Basis x und zugehdrigem positivem Koeffizienten
verlduft der Graph ,,von links oben nach rechts oben (z. B. bei fi(z) = 0,1z* — 22 40,9
ist bei Einsetzen ,,sehr stark negativer* z-Werte wie z = —1000 das positive z* = (—1000)*
am stirksten); bei geradem hochstem Exponenten mit negativem Vorzeichen entsprechend
gespiegelt ,,von links unten nach rechts unten (z. B. fo(z) = —0,1z* + 22 — 0,9).

Bei ungeradem hochstem Exponenten und zugehorigem positivem Koeffizienten verldauft der
Graph ,,von links unten nach rechts oben* (z. B. f3(x) = 22 — 3z?), bei negativem Vorzei-
chen entsprechend gespiegelt ,,von links oben nach rechts unten® (z. B. f4(z) = —22%+32?).

Symmetrie (spezielle): Punktsymmetrie zum Ursprung, falls f(—z) = —f(x)

o Achsensymmetrie zur y-Achse, falls f(—z) = f(x)
Beispiele:

fi(z) = 0,12* — 2% +0,9 (nur gerade Exponenten) ist achsensymmetrisch zur y-Achse, denn
fi(=2) =0,1(=2)* — (=2)2 + 0,9 = 0,1z* — 2*> + 0,9 = fi(=).

fa(x) = —22° + 32% (gerade und ungerade Exponenten): Keine spezielle Symmetrie.

f5(x) = 0,523 — 2z (nur ungerade Exponenten) ist punktsymmetrisch zum Ursprung, denn
f5(—x) = 0,5(—2)3 — 2(—z) = —0,52% + 22 = —(0,52% — 22) = — f5(x). — Bilder unten

Schnitt mit der y-Achse: Berechnung von f(0).

Nullstellen
Diese erkennt man am besten, wenn der Term in der faktorisierten Form gegeben ist, z. B.
fo(z) = —0,12%(x — 1)(x + 2)?, denn zum Losen der Gleichung fs(z) = 0 kann der Satz
vom Nullprodukt angewandt werden (,,Ein Produkt ist O, wenn einer der Faktoren O ist*).
Im Beispiel f(z) = —0,123(z—1)(z+2)*> = 0: 2° = 0 oder (x —1) = 0 oder (z+2)* = 0,
also x1/9/3 = 0 (dreifach), x4 = 1 (einfach), x5 /6 = —2 (doppelt).
Vielfachheit und Vorzeichenbereiche — grund106.pdf.
Spezialfille zur Nullstellen-Berechnung, falls Term nicht in faktorisierter Form:

e Falls die Konstante fehlt: x ausklammern, z. B. f4(z) = —22° + 32% = 2%(—2x + 3).

e Bei quadratischen Termen: Liefert die Losungsformel die Nullstellen n; und 7o, so ist
az? +bx +c = a(r —ny)(z — ny).

e Bei biquadratischen Gleichungen: Substitution u = z?2. Beispiel: fi(z) = 0,3z —
322 +2,7 = 0 liefert 0,3u” — 3u+2,7 = 0, als0 uy jp = 0232 0y = 9,0y = 1,
Riicksubstitution ergibt 2% = 9 oder 2% = 1, also 212 = £3, x3/4 = *1.

e Im allgemeinen Fall: Polynomdivision (nicht im Lehrplan — grundl()O.pdf)y.

Umgekehrt gelingt es mit der Faktorzerlegung, Funktionsterme zu Po- /\
lynomen mit vorgegebenen Nullstellen zu finden. Ist z. B. der neben-
stehende Graph mit den Nullstellen —5, —1 und 4 gegeben, so kann L
ein Funktionsterm der Bauart f(x) = a(z + 5)(z + 1)*(x — 4)? ver-

mutet werden; durch Einsetzen des Punktes (0| — 0,5) findet man dann \ 71

=L —_ 1 3 2 A
0 = — i also J(2) = — gl (x + 5)(z + 1( + )% A
Beispiele von Funktionsgraphen 5 \ /|

z)=0 1x4—x2—|—0,9 ) = —21‘3 —+ 33;2 ) = 0’51.3 — 9 | \\/i
Al =01 +09 filx) = B =95 -2 |
\ "1 A / Iy i'/\i“\l /

5

/ 4 i f
-3 /0 L /7 10 g\\ x 712 o

|
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10. Klasse TOP 10 Grundwissen 10

Vorzeichenbereiche 06

Beispiel: f(z) = 0,5z* — 2% — 422 = 0,522 (2* — 22 — 8)

Zunichst bestimmt man die Nullstellen (— grund105.pdf):

f(x) = 0, hier 0,5z* — 3 — 42* = ( ergibt:

x1/2 = 0 (doppelt), z3 = —2 (einfach), x4 = 4 (einfach)

Diese zeichnet man auf der z-Achse eines Koordinatensystems ein (falls die Funktion Defi-

nitionsliicken hat, muss man diese ebenfalls einzeichnen): - . >

Dadurch ergeben sich im Beispiel vier Bereiche: | — co; —2[, | — 2;0[, ]0; 4] und |4; co.
Man iiberlegt sich nun fiir jeden der Bereiche das Vorzeichen von f(z) in diesem Bereich.
Hierzu gibt es mehrere Moglichkeiten:

e _Einsetz-Methode*:” Eine Zahl, die im jeweiligen Bereich liegt, wird in f(x) einge-
setzt. In unserem Beispiel:

In ] — oco; —2] liegt z. B. —3; Einsetzen in f(z) liefert:
F(=3) =05 (=3)% — (=3)3 — 4(—3)? = 40,5 — (—27) — 4 - 9 = 31,5 positiv!
In ] — 2; 0] liegt z. B. —1; Einsetzen: f(—1) = —2,5 negativ!
Ebenso: In |0; 4[: negativ; in |4; oo positiv.
e  Linearfaktor-Vorzeichen-Methode*: Man schreibt die Polynome in der Linearfaktor-

zerlegung (,, minus Nullstelle®). Damit schreibt (oder iiberlegt) man fiir jeden Be-
reich, welches Vorzeichen der jeweilige Linearfaktor dort hat. In unserem Beispiel:

f(z) = 0,52%(x + 2)(x — 4). Dabei sind 5 0 YO
0,5 und 22 in jedem der Bereiche positiv; 0,522 + + + +
x + 2 ist negativ fiir v < —2 und positiv r+2 - 4+ + +
fiir x > —2 usw.: x—4 - - — +

Nach den iiblichen Regeln (z. B. ,,minus mal minus ist plus®) iiberlegt man sich nun
das Vorzeichen von f(z) = 0,52%(x + 2)(x — 4) in jedem Bereich:

20 1
fle) + - - +
Dabei erkennt man (Vielfachheit): Bei einfachen Nullstellen wechselt f(z) das Vor-
zeichen (Funktionsgraph schneidet die z-Achse), bei geraden Nullstellen (wegen des
Quadrats) dagegen liegt kein Vorzeichenwechsel vor (Beriihrstelle), bei dreifachen
Nullstellen wiirde der Funktionsgraph mit einem Terrassenpunkt gegeniiber der x-
Achse das Vorzeichen wechseln.

e Mit etwas Erfahrung bestimmt man das Vorzeichen nur in einem Bereich® und durch
Betrachtung der Vielfachheit der Nullstelle (einfach oder doppelt ..., d. h. mit oder
ohne Vorzeichenwechsel) die Vorzeichen in den angrenzenden Bereichen.

In unserem Beispiel kann man ferner auch so argumentieren: 0,5z ist
stets positiv. Der verbleibende Faktor %> — 2z — 8 ist eine nach oben —11\\ /+
geoffnete Parabel, ist also zuerst im Positiven, dann im Negativen, dann  _\ — /4
im Positiven.

’Diese Methode ist allerdings mathematisch nicht ganz exakt, da man ja nur einzelne Stellen betrachtet und
Beispiele in der Mathematik bekanntlich nicht gelten. Die nachfolgend beschriebene Linearfaktor-Vorzeichen-
Methode zeigt jedoch, dass die Vorzeichen nur bei den Nullstellen wechseln konnen und rechtfertigt damit
diese Einsetz-Vorgehensweise.

3Durch Betrachtung bequemer Funktionswerte. In unserem Beispiel etwa sieht man fiir sehr groBe z das +
(lim z — o0); bequem ist auch 1 einzusetzen; bei anderen Funktionstermen auch die 0.
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Uberblick: Funktionen und Gleichungen

07

Manchmal sind zusitzliche Umformungen (z. B. Klammern ausmultiplizieren, Terme zusammenfassen, aus-
klammern, Variablen mit Hilfe weiterer Gleichungen durch andere ersetzen) oder Substitutionen (bei mehrfa-
chem Vorkommen eines Rechenausdrucks) erforderlich. Weitere Gleichungen — grund910.pdf. Beim Zeich-
nen von Funktionsgraphen hilft eine Wertetabelle. Ferner beriicksichtige man, dass bei Funktionen der Bauart
h(zx) 4 e eine Verschiebung um e nach oben, bei h(x + d) eine Verschiebung um d nach links, bei a - h(x) eine
Streckung in y-Richtung und bei h(b - x) eine Stauchung in z-Richtung vorliegt.

Funktionsterm Funktionsgraph| zugehorige Gl. f(x) = ¢ | Losung der Gleichung
f(x), Beispiel Losungsverfahren Beispiel
flz)=2x—-1 ?l/ 20 —1=0 2 =1

Lineare Lineare Gleichung T = %

Funktion x-Glieder auf eine Seite

f(z) = 2 +2r—-8=0 —24./4-41.(-8)
22421 -8 = Quadratische Gleichung | *¥/2 =~ — 21
(z+1)2-9 Alles auf eine Seite, =4 rp=2
Quadratische Mitternachtsformel

Funktion : v—9 Tip = bkt —dac V;f_‘mc

Spezialfall: Zur y-Achse -3224+6=0 —322 = —6

flx) = —322+6 symmetr. | Reinquadratische Gleichung | 22 =

Reinquadr. Funktion Parabel : Nach z2 auflésen, 0-2 Lsgen | my/0 = +/2

Spezialfall: Parabel durch 122 -32=0 1a(z—6)=0

f(z) =32 — 3z den Ur- Qu. Gl. ohne Konstante 21=0;20=6

Qu. Fkt. ohne Konst.

x ausklammern (nur bei = 0)

_ 5 — 2z —1 D =R\{3}
f<x>_w—3+2%__1 r_3 22 —1=1-(z —3)
Gebrochen- *73 Bruchgleichung T =2
rationale Funktion Mit HN multiplizieren
fz) =2 at =2 ¢ =42~ 41,19
Potenzfunktion Reine Potenzgleichung

Umkehroperation

,hoch 4 <5 hoch i“
flx) = flx)=...=0 %O(x—2)2x(a:+4)20
+(2? — da + 4)- Gl. hoheren Grades 21 =0, 2o =2 (doppelt),

(2% +4x) = Alles auf eine Seite, | z4 = —4

(2t =122 +162)

weiter faktorisieren (x

Polynomfunktion ausklammern, falls kei-

(ganzrationale b ne Konstante; Formeln),

Funktion) ' ,,ProduktistO, wenn...*

flx)=2" Y 2* =0,1 log 2 =log 0,1

Exponential- Exponentialgleichung x -log2 =log0,1

funktion Beide Seiten logarith- | x = kffgoél ~ —3,32
mieren

f(z) =2sinx 2sinz = —1 sinz = —0,5

Trigonometrische Trigonometr. Gleichung | x = —% oder

Funktion Taschenrechner r=-T+§ = —%’r

(SHIFT-sin~!; fiir weitere
Lsgen Graphen betrachten!)

Weitere Losungen 27-
periodisch
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10. Klasse TOP 10 Grundwissen 10

Pyramide, Kegel

08

Schriigbild
— grund810.pdf

Pyramide

Volumen:
+Grundfliche - Hohe
Vv =1Gh

Netz
Aus Platzgriinden ist das Netz hier
jeweils verkleinert dargestellt.

Mantelfldache: S
M:A1+A2+A3+ P
(Seitenflichen-Dreiecke)

(Vieleck als Grund- Oberflache:
flache G) O=M+G
Sektor-

Volumen: Mantelfliche: m._. Bogen-

1Grundfliche - Héhe M = mrm o | lingeb=

V = 3rmh (Sektor M = z25m 27y /3600 2mm

. gleich

Mantellinie: Oberfldche: -+ Grundkreis-

e h? + 12 0 = M+G—7r?"m—|—7"7r\/' Umfang 2rm

Kegelstumpf

Hierfiir gibt es auch ,fertige Formeln, die man in der Regel nicht auswendig weil}, son-
dern in der Formelsammlung nachschlédgt oder sich selbst herleitet. Hierzu ergénzt man den
Kegelstumpf zu einem ganzen Kegel und verwendet zur Berechnung von dessen Hohe den
Strahlensatz (siehe auch ueb96.pdf, Aufgabe 6).

Lingen- und Winkelberechnungen
Hilfreich sind rechtwinklige Stiitzdreiecke, deren Mafle man oft mit Pythagoras ermitteln
kann oder in denen man mit sin, cos, tan arbeiten kann.

Beispiel

e (Quadrat mit Seitenldnge a = 4 als Grund-

Zu vergleichen sind Volumen und Oberfliache folgender Pyramiden:
flache, Hohe h = 3, Spitze der Pyramide
tiber einem Quadrat-Eckpunkt

e Quadrat mit Seitenldnge a = 4 als Grund- S
S,
AN h
c D C
ARV A
B A B
LGh = 1

fliche, Hohe h = 3, gerade Pyramide
(Spitze iiber dem Quadrat-Mittelpunkt)

Die Volumina V' = 3 4% . 3 = 16 sind gleich (dies folgt auch aus dem Satz von

Cavalieri, denn in gleicher Hohe gefiihrte Schnitte sind flichengleich).

Gerade Pyramide: Die Hohe ha in einem der vier flaichengleichen Seitendreicke (z. B.

ABCS) berechnet man mit Pythagoras im Stiitzdreieck SMN: by = h* 4+ (%)%, also
A= VETE = VT3

Ogerade = G + 4Appcs = a®> +4 - 2aha =42 +4-3-4- V1 =16 +8V13 ~ 44,84

Schiefe Pyramide: Mantelfliche: ABC'S und ADC'S haben gleiche Fliche Axpcs = %ah

= % -4-3 = 6, ebenso haben AAB.S und ASD A gleiche Fliche (mit rechtem Winkel bei B

bzw. D: Aaaps = %a~ |BS| = 1a-+a?+ h% = % -4 -4/4%2 + 32 = 10.

Ogenier = G + QAABCS + 2AAABS = 42 4+2.6+2-10 = 48.

Wegen 5 Osctiet Tisi 4 8 1 ~ 1,07 ist die Oberfliche der schiefen Pyramide um ca. 7 % groBer
gerade

als die der geraden Pyramide.
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10. Klasse TOP 10 Grundwissen 10

Kugel 09

Kugel mit Radius r
Volumen V = 3773
Oberfliche O = 4772
T1pp Bei Berechnungen Einheitenkontrolle: Flachen mussen sich wegen ,,»*“ in der Einheit

m2, dm?, cm?, ... ergeben, Volumina wegen .3 in m3, dm3=Liter, cm?, . ..

Beispiele:

Das Volumen einer Marmorkugel sei 90 cm?. Zu berechnen sind Durchmesser und Ober-
flacheninhalt. Ferner ist anzugeben, wie sich der Oberflicheninhalt dndern wiirde, wenn das
Volumen 64-mal so grof3 wire.

Losung in der Einheit cm (bzw. cm? bzw. cm?®):

V = ém’ also iv =73 alsor = ,3/% Y 3 9 ~ 2,78, also Durchmesser d = 2r =~ 5,56

(cm). Oberﬂache O =4rr? ~4r - 2,78 ~ 97,1 (cm?).

Bei 64-fachem Volumen V., = 64V ist rpey = 7 3‘4/% =\ " 3 64V = /64 - N 3V = 4r, der
Radius also 4-fach, Oy, = 4772, = 4m(4r)? = 4w - 16r* = 160 die Oberﬂache somit
16-fach.

Rotationskorper

Durch Rotation eines Rechtecks um eine Seite entsteht ein Zylinder, durch Rotation eines
rechtwinkligen Dreiecks um eine Kathete ein Kegel, durch Rotation eines Halbkreises um
den Durchmesser eine Kugel.

Beispiel:
Zu berechnen ist das Volumen des Korpers, der entsteht, a
wenn die nebenstehend skizzierte aus Viertelkreis und
Strecken zusammengesetzten Figur um die Achse a ro-
tiert.

Der Rotationskorper besteht unten aus einer Halbkugel, zunichst mit aufgesetztem Zylinder
der Hohe 1 cm; durch Rotation des Dreiecks entsteht ein Zylinder, aus dem ein Kegelstumpf
ausgeschnitten ist.

Fiir die Berechnung bequemer ist folgende Sichtweise: Unten Halbkugel (HK), darauf ein 2
cm hoher Zylinder, aus dem zunichst ein ganzer Kegel der Hohe 2 cm ausgeschnitten wird.
AnschlieBend wird wieder ein kleiner Kegel der Hohe 1 cm eingesetzt.

V= VHK + ‘/20m-Zyl - ‘/2 cm-Kegel + ‘/1 cm-Kegel

%WT%IK + T% Cm_zylﬂ'hz cm-Zyl — %Tg Cm—Kegelﬂ-hz cm-Kegel + %Tl cm—Kegelﬂ—hl cm-Kegel

(2 crn) + (2 em)?m - 2 cm—4(2 cm)*7 - 2 em+4 (1 cm)?7 - 1 ecm

1
27
2
=37
= (£ +8—-3%+3)mem? = 117 em? ~ 34,6 cm?
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10. Klasse TOP 10 Grundwissen 10

Polynomdivision (nicht im Lehrplan) 10

Beispiel: (7° — 627 + 92 — 2) : (z — 2)
———

. Dividend Divisor
Die Polynome werden — wenn nicht schon geschehen — nach fallenden Potenzen geordnet.

Man beginnt mit der Division der hochsten Potenzen von Dividend und Divisor, hier also

3

unter dem Dividenden.

Bis jetzt steht also da:

Da jetzt subtrahiert werden muss (hier
—(2% — 22%) = —2® + 22?), ist
es zweckmiBig, die Vorzeichen durch
dartiberschreiben zu dndern und dann
zu rechnen:

Das Verfahren wird nun fortgesetzt
(hochste Potenzen dividieren:

—422 . r = —4x anschreiben, dann
mit Divisor multiplizieren: —4z - x =
—42% und —4z - (—2) = +8z notie-
ren), dann steht da:

Wieder werden die Vorzeichen ge-
dndert, die entsprechende Rechnung
durchgefiihrt (hier 9z — 8x = x),
die nédchste Stelle heruntergeholt und
abermals das ganze Verfahren durch-
gefiihrt, bis dasteht:

23 : x. Das Ergebnis (hier z?) schreibt man rechts vom Gleichheitszeichen an; dieses Ergeb-
nis multipliziert man mit dem Divisor (hier also 22 - (z —

2) = x3 — 22%) und notiert dies

(23— 622+ 92 —2): (x —2) =2%...

x® — 22°
(23— 622+ 92 —2): (z —2) =2%...
—a3 + 222 i

Il

Man rechnet \L
—6x2+222=—422
J/ nichste Stelle herunterholen

— 422 + 9z

(23— 622+ 92 —2): (x —2) =2% — 4. ..

—x3 4+ 222

— 42 + 9x
— 42 + 8z
(23 — 622+ 92—2) : (x —2) =a2® — 4z + 1
—x3 + 222

— 4a® + 9x
+ 42 — 8z
r—2
—x+2
0

Bleibt Rest 0, so ist die Polynomdivision ist aufgegangen.

Beispiel zur Division mit Rest — ueb100.pdf

Nullstellen ganzrationaler Funktionen: Gleichungen hoheren Grades

Beispiel einer (Polynom-)Gleichung héheren (hier vierten) Grades:

1. Schritt: Gleichung nach 0 auflosen:

2. Schritt: Falls die Konstante fehlt, x ausklammern:
Das Produkt ist O, wenn einer der Faktoren O ist, also:

3. Schritt:

Losung ,.erraten” (zuerst Teiler der Konstanten —2 probieren):
Polynomdivision durch ,,x minus Losung*:

x4+ 922 — 20 = 623
a2t — 623 +922 —2x =0
(23 — 622+ 92 —2) =0

r1 = 0oder...
22 —6224+92—-2=0
IQIQ

(23— 622 +9x —2): (z —2) =22 -4z +1

Das Verfahren (Losung erraten, Polynomdivision) wird so lange durchgefiihrt, bis sich eine

quadratische Gleichung ergibt.

4. Schritt: Lose die quadratische Gleichung:

Die Losungen sind also:

2 —4dr+1=0
Ty =2+VE—1=2+/3
21 =000 =2, 03 =2+3, 1, =2—+/3

Eine Gleichung n-ten Grades (hier 4. Grades) kann bis zu n Losungen haben.

Faktorzerlegung:

2t — 62% + 922 — 22 = x(x — 2)(z — (2 4+ V3))(z — (2 — V3))
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10. Klasse Ubungsaufgaben 10

Exponentialfunktion und Logarithmus 01

Hinweis: Dieses Blatt sollte nach Mdoglichkeit so ausgedruckt oder mittels Kopierer so ver-
groBert werden, dass diese Lange als 1 cm erscheint: ———
Dazu muss eventuell beim Ausdrucken mit dem adobe acrobat reader , keine Seitenanpassung™ eingestellt wer-
den, damit der Ausdruck in einer Grof3e von 100 % erscheint.
1. Zeichnen Sie mit Hilfe einer Wertetabelle die Graphen zu f(z) = 2,5%, g(z) = 2,5%71
und h(z) = 0,4".
Vergleichen und begriinden Sie! Losen Sie graphisch die Gleichung 2,5 = 5.

2. Modellieren Sie jeweils durch einen entsprechenden Funktionsterm f(x):
(a) Die Tabelle zeigt die Entwicklung des 6kologischen Landbaus in Deutschland:
Jahr \ 1984 1990 1996 2002
Flache in 1000 ha ‘ 22 84 313 632

Falls die Entwicklung von 1990 bis 1996 durch eine Exponentialfunktion der
Bauart f(z) = 84a” beschrieben wird, wie lautet dann die Basis a und wie ist
dieser Wert zu interpretieren?

Uberpriifen Sie, ob die Daten von 1984 und 2002 zu dieser Modellierung passen.
Wann (in der Vergangenheit) startete nach diesem Modell die Fldache bei 0 ha?

(b) Von einem radioaktiven Element sind anfangs 20000 Atomkerne vorhanden,

nach 183 Sekunden ist nur noch % davon vorhanden.
Wann ist nur die Halfte vorhanden (Halbwertszeit)?
(c) Ein Hersteller von Bleistiften hat anfangs 20 000 Stifte in seinem Lager, nach 183
Tagen ist (bei gleichméBiger Nachfrage seitens der Kunden) nur noch %o davon
vorritig, wenn wihrenddessen keine Stifte produziert werden. Ergibt sich eine

lineare oder exponentielle Abnahme fiir f(z) = Vorrat nach x Tagen?

3. Vereinfachen bzw. berechnen Sie durch Anwendung der Rechenregeln:

(2) logs(81) (b) log, (V/a) (c) logs(9a’)
(d) log;((100 — =) (e) log4(0,50) (Taschenrechner)

4. Losen Sie die folgenden Exponentialgleichungen:
(a) 1,05 =10 (b)7-6521-3=2 (c)2°t +5.2771 =36
(d)3*t —5.4*1 =0 (e) 9% — 12 - 3% 4 27 = 0 (Tipp: Substitution)

5. Zur Darstellung von Daten, die einen sehr groBen Bereich umfassen, eignet sich oft
eine logarithmische Skala, d. h. man nimmt von den gegebenen Daten den log-Wert
und tragt diesen z. B. in cm auf einem Strahl ein.

Beispiel: Lotterie-Gewinne im Spiel 77 am 11.07.2007 in Euro:
K7 K6, K5, K4 K3, K2 K1

] o o—| o >
T

I
T T

1 250 710 100 1000 10 10° 106
(a) Woran erkennt man, dass hier zum Zeichnen log, (Basis 3) verwendet wurde?

(b) Wie groB ungefihr war der Gewinn bei Gewinnklasse K17

(c) Welche Bedeutung hat die Tatsache, dass Gewinnklasse K2 bis K6 in der log-
Skala gleichen Abstand haben?
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10. Klasse Ubungsaufgaben

10

Zusammengesetzte Zufallsexperimente

02

1. Von 58,6 Millionen Italienern sind etwa 300 000 deutschsprachig (vor allem Siidtiro-

ler), von 7,4 Millionen Schweizern etwa 4,7 Millionen (der Rest hat als Erstsprache
z. B. Franzosisch, Italienisch, Ritoromanisch), von 8,2 Millionen Osterreichern etwa
88,6 % (der Rest z. B. kroatisch).

Bei einem Preisausschreiben wird zuerst ein Land ausgelost und dann aus dessen Ein-
wohnern eine Person. Ermitteln Sie, mit welcher Wahrscheinlichkeit die ausgewihlte
Person Deutsch als Erstsprache hat.

Beurteilen Sie, ob sich ein anderes Ergebnis ergibe, wenn man direkt aus allen Ein-
wohnern dieser drei Lander eine Person zufillig auswihlen wiirde.

. In einer Urne sind 30 Kugeln, davon 12 rote, der Rest schwarze. Berechnen Sie:

(a) Man zieht viermal mit Zuriicklegen. Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit, nur rote
Kugeln zu ziehen?

(b) Man zieht aus dieser Urne zweimal ohne Zuriicklegen. Wie grof3 ist die Wahr-
scheinlichkeit, nur rote Kugeln zu ziehen?

(c) Man zieht aus der Urne dreimal ohne Zuriicklegen. Wie grof3 sind die Wahr-
scheinlichkeiten, e immer abwechselnd die jeweils andere Farbe zu ziehen,

e mindestens einmal eine rote Kugel zu ziehen?

(d) Wie viele der 30 Kugeln miissten rot sein, damit die Wahrscheinlichkeit aus Teil-
aufgabe (a) etwa 50 % betragt?

(e) Wie viele der 30 Kugeln miissten rot sein, damit die Wahrscheinlichkeit aus Teil-
aufgabe (b) etwa 50 % betragt?

. Ein Experiment bestehe im Drehen zweier Gliicksridder (je 90°-Sektoren, erstes Rad
beschriftet mit 1, 2, 3, 3, zweites Rad mit 1, 2, 2, 2, vgl. grund102.pdf, Beispiel 1).

Die folgende Tabelle zeigt die Eingaben in einem Tabellenkalkulationsprogramm:

A B C D E F
| Nr. Zufalll | Zufall2 | 1. Rad 2. Rad Auswertung
2 1 siehe unten =WENN(C2<0,25;1;2) =D2+E2
3[=B2+l | | [ | | | ] ]
: kopieren
102 \ \ \ \ | siche unten

Feld C2, D2: =ZUFALLSZAHL(), E2: =WENN(B1<0,25;1;WENN(B1<0,5;2;3)).

Beschreiben Sie ein Ereignis, fiir dessen Wahrscheinlichkeit in Feld D102 ein Nihe-
rungswert berechnet wird, wenn dort =ZAEHLENWENN(F2:F101;3)/100 steht.

. Aus einer Urne (2 rote, 3 schwarze Kugeln) wird so lange ohne Zuriicklegen gezo-
gen, bis die zweite schwarze Kugel gezogen wurde. Berechnen sie, mit welcher Wahr-
scheinlichkeit dies beim dritten Zug der Fall ist.

. Beim Kénguru-Wettbewerb der Mathematik sind 30 Fragen zu beantworten, wobei je-
weils 5 Antwortmoglichkeiten vorgegeben sind. Beurteilen Sie, ob die Annahme plau-
sibel erscheint, dass die 361 513 Teilnehmer der Klassen 5—13 im Jahr 2006 alle nur
auf gut Gliick angekreuzt haben, wenn 14 von ihnen volle Punktezahl erhielten.
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10. Klasse Ubungsaufgaben

10

Bogenmal

03

1. Rechnen Sie um ins andere WinkelmaB:

(a) 95°
(b) 0,957
(c) 15°
(d) 15

(e) Geben Sie eine anschauliche Begriindung, warum bei Teilaufgabe (d) verstind-
lich ist, dass das Ergebnis groer als 360° ist.

2. Zeichnen Sie auf Karopapier einen Viertelkreis mit 5 cm Radius.

(a) Zihlen Sie die Zahl der cm?-Quadrate, deren Mittelpunkt innerhalb des Viertel-
kreises liegen.

(b) Bestimmen Sie, wie viele cm? gro demnach ein ganzer Kreis ungefihr ist.
(c) Fiir den Kreissektor mit Winkel ¢ gilt fiir die Sektorfliche A = %’"2, wenn man
den Winkel im Bogenmal} nimmt.

Setzen Sie in dieser Formel ¢ = 90° im Bogenmal ein und fiir A den in Teilauf-
gabe (a) bei r = 5 cm ermittelten Nidherungswert. Bestimmen Sie damit einen
Néherungswert fiir 7.

B
. Berechnen Sie die Flache und Bogenlinge des nebenstehen-
den Segments fiir » = 20 und ¢ = 0,67. ol A
Hinweis: Mit Hilfe trigonometrischer Funktionen lassen sich Grundli-

nie und Hohe des Dreiecks bestimmen.

. Berechnen Sie sin 30°, sin 0,08, cos 1° und cos 1

(a) direkt mit dem Taschenrechner,

(b) durch Umrechnung Gradmal} <+ Bogenmal} und anschlieBende Kontrolle mit
dem Taschenrechner.

. Ermitteln Sie, fiir welche Winkel x4, x5 € [0; g] die Gleichungen sin z; = 0,5432 und
cos To = 0,0432 gelten.

Formulieren Sie einen Zusammenhang zwischen z; und 5.

. Berechnen Sie, wie lang der Weg s auf einem Breitenkreis (einem sog. Kleinkreis) von
Dillingen (¢ = 49° N, 10° O) nach Vancouver (49° N, 123° W) ist.

Berechnen Sie, wie viel Grad siidlich des Aquators ein Ort genau siidlich von Dillingen
liegen wiirde, der von Dillingen auf dem Meridian (einem sog. GroBkreis, d. h. der
Kreismittelpunkt ist der Kugelmittelpunkt) ebenfalls die Entfernung s hat. Geben Sie
diesen Winkel auch im Bogenmal an.

Hinweise: Erdradius R = 6370 km, Breitenkreis-Radius » = R cos ¢.
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10. Klasse Ubungsaufgaben 10

Trigonometrische Funktionen 04
1. Berechnen Sie die (z|y)-Koordinaten der ne- A g
benstehenden Punkte (Taschenrechner, 1 Dezi- e —lGO
male). : L,
=0 ~/=33° 57z
L. *C
2. (a) Notieren Sie eine Wertetabelle, zeichnen Sie den Graphen und beobachten Sie,
wie sich jeweils der Graph im Vergleich zur Funktionsgleichung y = cosx
andert:

e y = cosx + 1. Formulieren Sie: ,,41 bewirkt . ..
e y = cos(z + §). Formulieren Sie: ,,4-7 beim z-Wert* bewirkt ...
e y = 2. cos x. Formulieren Sie: ,,-2 bewirkt ...

y = cos(2x). Formulieren Sie: ,,-2 beim x-Wert* bewirkt . ..

(b) Wie lautet eine Funktionsgleichung zum Y
nebenstehenden Graphen?

/\/\/\/

\/ kY i 1 .-'g‘
0l 2T x

3. Geben Sie zu y = 4sin(5x) — 3 die Periode und die erste positive Nullstelle an.

4. Bestimmen Sie alle Losungen der folgenden Gleichungen im Bereich ¢ € [—180°;720°]
(Teilaufgabe (a)) bzw. x € [—27; 67| (Teilaufgaben (b)—(c)):

(a) cosp = %\/i (b)sin(35) =1 (¢)sinz = —2
Weitere Beispiele siehe grund109.pdf und ueb109.pdf.

5. Ein Motor M dreht eine 2 cm x 2 cm grof3e quadratische Platte mit konstanter Dreh-

geschwindigkeit w = 90° £ (d. h. 90° pro Sekunde) bzw. im BogenmaB w = I 1,
so dass der Winkel ¢ gegeniiber der Ausgangslage zum Zeitpunkt ¢ gemill ¢ = w - ¢

beschrieben wird. Eine Serie mit 4 Fotos pro Sekunde wiirde dann so aussehen:
t=20 t=0,5s t=1s t=15s t=2s |USW.

Die jeweils zum Zeitpunkt t auf dem Foto dargestellte Flache soll durch eine Funktion
A(t) beschrieben werden. Notieren Sie einen Term fiir A(¢) und skizzieren Sie den
Funktionsgraphen.

sin-Funktion die Graphen zu den Funktionsgleichungen
y = sin(2z),y =sin(2(z + 7)),y = —1,5sin(2(z + 7)) ;
und y = —1,5sin(2(x + 7)) + 2. =

6. Erstellen Sie schrittweise ausgehend vom Graphen der yl y = sin(x)
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10. Klasse Ubungsaufgaben 10

Ganzrationale Funktionen 05

Weiteres Beispiel siehe ueb94.pdf, Aufgabe 6.

1. Geben Sie den prinzipiellen Verlauf im Unendlichen an:
(@) fi(x) =32%—62°+7 (b) fo(z) = mad + 42* — 10
(© fol) =32% =205 + 0 —7 (d) falw) = —hat + 2,725 + 50+ 1

2. Untersuchen Sie, ob Achsensymmetrie (A) zur y-Achse bzw. Punktsymmetrie (P) zum
Nullpunkt (Ursprung) des Koordinatensystems vorliegen oder keines davon:

(@) flz)=a"' —ab + 2z (b) f(x) = (2% 4+ 10)(z — v/10)(z + +/10)

© f(z)= 2"~ 92" d) f(z) = 57k

(e) Untersuchen Sie Teilaufgabe (b) bis (d) zusitzlich auf Schnittpunkte mit den Ko-
ordinatenachsen.

Fiir die sin- und cos-Funktion gelten: sin(—x) = — sin(z) und cos(—x) = cos(z).
Geben Sie die demnach vorliegende Symmetrieeigenschaft bei

(f) sin- und cos-Funktion,
(g) der durch f(x) = (sinz - cos z)® gegebene Funktion.
3. Bestimmen Sie die Nullstellen und skizzieren Sie den prinzipiellen Verlauf des Funk-
tionsgraphen:

f(x) = 2* — 32% — 1022

4. Bestimmen Sie die Nullstellen:

Y
_ 1,4, 15,2
f(o) = =32 + P +4
5. Bestimmen einen Funktionsterm zu 1+
der durch nebenstehenden Graphen
gegebenen Funktion. \ ) 1/L\\ .

\
A\
\

\\ /.:‘,-'j
\_/

6. Gegeben sind die durch f(x) = £(2® — 62%) und h(z) = = definierten Funktionen.
(a) Berechnen Sie fiir f die Nullstellen.
(b) Welche Bedeutung fiir den Graphen von f hat die Tatsache, dass sich die Glei-
chung £ (2* —62%) = —4 umformen lésst in 2° — 62° +32 = (z+2)(z—4)* = 0?
(c) Skizzieren Sie die Graphen von f und / in ein gemeinsames Koordinatensystem.
Beschreiben Sie Steigen und Fallen der Graphen.

Beantworten Sie nun die Frage, wie viele Losungen die Gleichung %(5173 —62?) =
1 hat
x2 :
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10. Klasse Ubungsaufgaben 10

VYorzeichenbereiche 06

1. Ermitteln Sie die vollstiandig faktorisierte Form und die Vorzeichenbereiche:

f(z) = (x —1)(2* — 22 — 2)

2. Ermitteln Sie die Vorzeichenbereiche fiir die durch

fl@)=—(z—-2)* 2"
gegebene Funktion und fertigen Sie eine prinzipielle Skizze des Funktionsgraphen.
3. Losen Sie die folgenden Ungleichungen:

(@) =322 —4x+5>0

(b) Ubersetzen Sie die Fragestellung zunichst in eine Ungleichung: In welchem Be-
reich verliuft die Parabel y = 22 + 10 unterhalb der Geraden y = 3?7

4. Ermitteln Sie den Definitionsbereich fiir f(z) = /522 — 40z — 100.

5. Gegebenist f(z) = —(z + 1)(2® — 22%) = —28 — 2% + 223 + 222

Ermitteln Sie die Vorzeichenbereiche.

6. Ermitteln Sie, in welchen Bereichen der Funktionsgraph ober- bzw. unterhalb der

x-Achse verlauft:
22 +2r+3

r?(2? 4 x + 1)?

fz) =




A mm )| ][] -
I [ m— = T
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10. Klasse Ubungsaufgaben

10

Uberblick: Funktionen und Gleichungen

07

Funktionsterm Funktionsgraph| zugehorige Gl. f(x) = ¢ | Losung der Gleichung
f(x), Beispiel Losungsverfahren Beispiel
flz)=-3x+2 —3r+2=0
f(z) = 2 —5x+5=0
r? —br+5=
Spezialfall: —3332 -3=0
fla) = ~1a? - 3
Spezialfall: 2?2 —4r =0
flx) =22 — 42
-3z + 2
flz)=-% —15= _
(=) T2 3o 2z + 4

2z+4
flz) =23 =15
fz) = flx)=...=—4
—(z—=2)*(x+1)
= 234322 -4
f(x) 107 =2

_ 1\%

107 = (&)
f(z) =2cosx 2cosz =1
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10. Klasse Ubungsaufgaben 10

Pyramide, Kegel 08

Weitere Aufgabe siehe ueb96.pdf, Aufgabe 6.

1. Berechnen Sie Volumen und Oberfliche, wenn der Korper jeweils die Hohe i = 5 cm
hat:

(a) Prisma mit gleichschenkligem Dreieck als Grundflache, Schenkelldnge 3 cm, Ba-
sis 2 cm.
(b) Zylinder mit Radius » = 3 cm.

(c) Gerade Pyramide (d. h. alle Seitenkanten gleich lang) mit Quadrat der Kan-
tenldnge 24 cm als Grundflidche.

(d) Kegel mit Radius » = 3 cm.
2. Die nebenstehende Figur rotiert um die Achse A. A

Berechnen Sie das Volumen Rotationskorpers in Abhédngig-
keit von a.

3. Ein Kegel, dessen Hohe & so grof} ist wie der Grundkreis-Durchmesser, habe das Vo-
lumen 1 Liter. Berechnen Sie h.

Berechnen Sie ferner den Offnungwinkel v des Sektors, aus dem dieser Kegel gefertigt
werden kann.

4. Eine Pyramide habe als Grundfliche ein regelmifBiges Sechseck mit Umkreisradius
r (gemal ueb98.pdf, Aufgabe 4a, ist dann die Grundkantenldnge ebenfalls » und der
Inkreisradius ?7’). Der HohenfuBpunkt der Pyramide sei der Umkreismittelpunkt, die
Seitenkantenlédnge sei 2,67.

Berechnen Sie das Volumen der Pyramide. Berechne den Neigungswinkel der Seiten-
kante zur Grundfliche und den Neigungswinkel der Seitenfliche zur Grundflache.

5. Berechnen Sie das Volumen eines Kegelstumpfs mit Hohe 2, ,,oberem™ Radius 3 und
unterem’ Radius 5.

6. Das nebenstehende Netz mit lauter gleichseitigen
Dreiecken mit Seitenlidnge % ldsst sich zu einem
Oktaeder falten, indem man zunéchst aus der ,,lin-
ken Hilfte des Netzes eine Pyramide herstellt.
Berechnen Sie die Hohe dieser Pyramide und
zeichnen Sie ein Schrigbild des Oktaeders.
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10. Klasse Ubungsaufgaben 10

Kugel 09

1. Berechnen Sie Volumen und Oberfliche einer Kugel mit Radius einer Holzperle mit
Durchmesser 12 mm.

2. Berechnen Sie in Abhéngigkeit von a Volumen und Ober-
flache des Rotationskorpers, der durch Rotation der neben- 3a
stehenden Figur um die Achse A entsteht.

Ermitteln Sie, wie groB} a sein miisste, damit das Volumen 1

Liter betragt.

3. Gegeben ist ein Kelch mit zylindrischem HohlfuB und 40
Wandstéirke d = 2 (alle Mae in mm/Querschnittzeichnung 38 17
nicht maBgetreu). A\ /]

(a) Berechnen Sie das Glas-Volumen V. v

(b) Berechnen Sie die Mantelflaiche M eines Zylinders
(r1 = 9, h = 80) und die Oberfliche A einer Halbku- 30
gel (ro = 39). Welcher nidherungsweise Zusammen-
hang besteht zwischen M + A, d und V? 8

(¢) Erkliren Sie, wie sich V bzw. M + A #indern, wenn 10

alle MaBle doppelt/m-fach so groB3 sind.

4. Fiir die Erdkugel werden in dieser Aufgabe als bekannt vorausgesetzt: Umfang ca.
40 000 km, Masse ca. 6 Quadrillionen kg.

(a) Berechnen Sie damit, wie viel durchschnittlich 1 kg Erdmaterial wiegen.

Beurteilen Sie durch Rechnung, ob dieser Wert groer oder kleiner als die Dichte
von Eisen (8 kg pro dm?) ist. vergleichbar ist.

(b) Ermitteln Sie die Oberfliche auf folgende Weise:

e Geben Sie Formeln fiir den Radius r an sowie fiir den Radius, der sich
ergdbe, wenn der Umfang um 1 m lianger wire. Ermitteln Sie, um wie viel
(Ar) der Radius dadurch groBer wire. (Ergebnis: Ar ~ 16 cm).

e Geben Sie Formeln fiir die Volumina an, die sich mit r und r + Ar ergeben,
und berechnen sie damit das Volumen einer Ar dicken Kugelschale (Diffe-
renz dieser Volumina). Geben Sie an, wie sich nun die Erdoberfliche ergibt.

5. Berechnen Sie, welchen Radius eine Halbkugel haben muss, damit 1 Liter Wasser in
die Halbkugel passen.

Beurteilen Sie, ob die folgenden Behauptungen stimmen:

e Der Inhalt dieser Halbkugel wird nun in einen Zylinder mit gleichem Radius
und einer Hohe so grof3 wie der Kugeldurchmesser gegeossen. ,,Dann wird der
Zylinder zu % Hohe gefiillt.”

e Der Inhalt dieser Halbkugel wird nun in einen Kegel mit gleichem Radius und
einer Hohe so groB3 wie der Radius gegeossen. ,,Dann passt der Inhalt der Halb-
kugel zweimal in den Kegel.”




A w1 1] 1] -

|l
AN AN AN

C

CC BY-SA: www.strobl-f.de/ueb100.pdf

10. Klasse Ubungsaufgaben 10

Polynomdivision (nicht im Lehrplan) 10

1. Dividieren Sie und machen Sie die Probe, indem Sie umgekehrt wieder multiplizieren:
(23 +8): (v +2)

2. Musterbeispiel einer Polynomdivision mit Rest:

(Den Vorzeichenwechsel moge der Leser mit Farbstift in den jeweils unterstrichenen Zeilen selbst vornehmen)

(225 + 62 — 23 + 422 —70):(x+3):2x4—x2+7x—21—x13
2205+ 62 | | N
0 — a3+ 422 Man denke sich 0 - &
— 2% — 3a? N
T2
2% 4+ 21z
— 21z —70
— 21z — 63
-7

(a) Fihren Sie nach diesem Musterbeispiel die Polynomdivision mit Rest durch:
(x* =T +2—1): (z—2)

2
4
(b) Fiihren Sie die Polynomdivision fiir f(z) = ; i 1 durch; Sie erhalten als Er-
a’/’ —

gebnis f(x) = g(x) 4+ r(x) mit einem linearen Term g(x) und einem Restterm
r(x).

Zeichnen Sie die Graphen von g(z) und r(x) sowie von f(z) = g(z) + r(x)
(Wertetabelle!).

Welche Bedeutung hat also g(x) fiir den Graphen von f(x)?

3. Losen Sie folgende Gleichung hoheren Grades: 2% + 10x = 422 + 12
Geben Sie 23 — 42?2 + 10z — 12 in vollstindig faktorisierter Form an.

4. Bestimmen Sie die Nullstellen (kennzeichnen Sie mehrfache Nullstellen entsprechend!)
und geben Sie die Faktorzerlegung an:
f(x) = 25 + 5a* — 1323 + 72?2

5. Zeigen Sie, dass x = 2,5 ein Schnittpunkt der durch f(z) und g(x) gegebenen Funk-

tionen ist, und bestimmen Sie die weiteren Schnittpunkte: f(z) = 4a® — 62% + 3,
g(x) =13z — 4,5
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10. Klasse Ubungsaufgaben 10

Kompakt-Uberblick zum Grundwissen K

1. Exponential- und Logarithmusfunktion (siehe auch grund101.pdf):

~-Strahlung eines bestimmten radioaktiven Prédparats werde durch eine 1 cm dicke
Bleiplatte um 40 % reduziert. Stellen Sie den Term auf, der die Absorption einer
anfanglich gemessenen Zihlrate von 14 % nach Durchlaufen von x cm Blei beschreibt.
Berechnen Sie die Dicke fiir eine Reduktion der Strahlung auf die Hilfte.

2. Zusammengesetzte Zufallsexperimente (siche auch grund102.pdf)
Ergingen Sie das nebenstehenden Baumdiagramm und finden Sie in

einer Situation mit Ziehen aus einer Kiste mit den Buchstaben A-Z

ein Zufallsexperiment und ein Ereignis A mit P(A) = 221425 5.

3. Bogenmal (siehe auch grund103.pdf): Wandeln Sie 135° ins Bogenmal um.

4. Trigonometrische Funktionen (siehe auch grund104.pdf): f(z) = 2cos(z) + /3
Zeichnen Sie den Graphen und bestimmen Sie die erste positive Nullstelle.

5. Ganzrationale Funktionen (siehe auch grund105.pdf):

Finden Sie den Term einer zum Ursprung punktsymmetrischen Funktion dritten Gra-
des, die auch die Nullstelle + = 2 besitzt und ,,von links oben nach rechts unten*
verliduft. Beweisen Sie rechnerisch die Punktsymmetrie.

6. Vorzeichenbereiche (siehe auch grund106.pdf): f(z) = (2? — z)(z + 3)?
Ermitteln Sie die Vorzeichenbereiche; fertigen Sie eine prinzipielle Skizze.
7. Uberblick: Funktionen und Gleichungen (siehe auch grund107.pdf):

Ordnen Sie den abgebildeten Funktionsgraphen die gegebenen Funktionsterme zu und
geben Sie die Nullstellen an:

1z
Ay B v C v D v E u Silw) = .
(I N e
N, R I \_, ) fa(z) = 0,222 — 0,4z
@ x z ~T. T fulz) = —0,2z + 1
™~ fo(@) = —(a—1)°+1
8. Pyramide, Kegel (siehe auch grund 108.pdf) A, A,

(a) Berechnen Sie das Volumen einer Pyramide mit folgenden Daten:
Kantenlidnge der quadratischen Grundflache = Hohe = 2.

(b) Argumentieren Sie, warum bei Rotation des Dreiecks um die
Achse Aj ein Korper mit doppeltem Volumen entsteht wie bei
Rotation um die Achse A;.

9. Kugel (siehe auch grund109.pdf)

Eine grofle Kugel hat das gleiche Volumen wie 27 kleine Kugeln. Ermitteln Sie, wie
sich dann die gesamten Oberflachen zueinander verhalten.

10. Vertiefung: Polynomdivision (nicht im Lehrplan; sieche auch grund100.pdf)
Berechnen Sie die Nullstellen: f(z) = 23 + 52% + 3z — 9
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10. Klasse Losungen

10

Exponentialfunktion und Logarithmus 01

| -1 0 1

X

f@) | 04 125
g(z) | 0,16 04 1
h(z)| 25 1 04

Graphische Losung
von 2,5% = 5 ergibt
T~ 1_8.

Yi

g ist gegeniiber f um eine Einheit nach
rechts verschoben, bzw. wegen g(z) =
2,5%.2.571 = 0,4-2,5% mit dem Faktor
0,4 in y-Richtung gestaucht.

h ist gegeniiber f an der y-Achse ge-

spiegelt, denn h(z) = (3)" = (3) " =

2. (a) f(1996) = 313 = 844", also a =
~ 22 passt; f(2002) = 84a'? a2 1200 passt nicht.
Da sich a” fiir ¥ — —oo nur asymptotisch der O néhert, aber stets > 0 ist, lag die
Fldache 0 ha zu keinem Zeitpunkt vor.
(b) Mit z = Zeit in Sekunden ist f(z) = 20000 - (55 )183 [oder Ansatz f(z) =

£(1984) = 8446

20000 - a” liefert f(183) =

o 118

- 257" = f(—a).
o315 — (313)§ ~ 1,25, d. h. +25 % pro Jahr.

- 20 OOO also a'® = L g = 8/0,1 ~ 0,9875].

10’

Die Halbwertszeit x folgt aus f ( ) = 5 -20000, also ( )183 = 0,5. Beidseitiges
Logarithmieren liefert log 0,175 = log() D, also - log 0,1 = log0,5, also

_ log0,5
~ log0,1

(c) Lineare Abnahme pro Tag um

18

3. (@) ...=logy(3*) =4logs(3) =4

() ...=logs(3?) + logs(a

(d) ... =1logy((104 2)(10 — 1))
— 10819(0,50)  _
© - = Togem ~ 7003

4. (a) 1,05 =10; log 1,05 = log 10;

(b) 7.6 -3=2;

log 6

183

- 183 ~ 55. Die Halbwertszeit betrégt also ca. 55 s.
18000 ~ 98 Stiick, also f(z) = 20000 — 18990,

3 183

(b)...= loga(a§) = %IOga(a) _ %

3) + logy(b) = 2 + 3logs(a) + log;(b)
= logyo(10 + ;) + log;(10 — ;)
(Weitere Vereinfachung bei (d) nicht moglich!)

log 1,05 = log 10; = = 1(1)(?1185 ~ 47,2

6574 = %; log 6°*~* = log ?; (5x — 4)log 6 = log %;
(1og7 +4):5=0,762

(c) 27Tt +5.2271 =36;,2.2 +5.271.2% = 36; (2+ 2)2" =36;2" =8, =3

(d) 3x+1 = 5.4%~ 1. 10g 3x+1
(log3 —log4)r = logh — log4 —

(e) Umformung 9° = (3%)* = 3%®
u? — 120+ 27 = 0; uy o = ZEAALET als0 1y = 3, up = 9.
Riicksubstitution: 3* = 3 oder 3‘” = 9 somit x = 1 oder x = 2.

log(5 - 471); (z + 1)10g3 =logh + (z — 1) log 4;

_ log5—log4—log3
log3; x = g3 logd ~ 3,04

= (3%)? und Substitution u = 37 liefern:

5. (a) Fiir den Abstand zwischen 1 und 10 misst man ca. 2,1 cm, b

— 10

also gilt fiir die gesuchte Basis b: log, 10 — log, 1 = 2,1, also 21—

log, . ..
log, 10 = 2,1 Somit 32! = 10, also b = %410 ~ 3 o8
(b) Von 1 Euro bis K1 misst man ca. 13,2 cm, also ist logs x = 13,2. 3

Somit x = 3132 ~ 2. 10°

. (Tatsdchlich betrug der Gewinn 1,87 Millionen Euro).

32— «x
logs

(c) Mit k; = Gewinn in Gewinnklasse i ist log(k4) —logs(ks) = logs(ks) —logs(ke),
also logs () = logz(;) und somit ¥ = =, d. h. gleiche Verhiltnisse, d. h. die
Gewinne VerV1elfachen sich von Gewmnklasse zu Gewinnklasse jeweils mit dem
gleichen Faktor; es ist kg = 7, k5 = 70, ky = 700, k3 = 7000 usw.
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10. Klasse Losungen

10

Zusammengesetzte Zufallsexperimente 02

Fiir Italien (I) ist die Wahrscheinlichkeit, ei-

1 1 ne deutschspachige (d) Person auszulosen,
3 % 3 20900% ~ 0,005 (fiir nicht-deutschsprachig (d)

also 1 — 0,005 = 0,995), fiir die Schweiz (CH)

71 ~ 0,635, fiir Osterreich (A) 0,886.
0,005 099(5) 635 /\)36(5) 886/ 0,114 Fiir das zu betrachtende Ereignis F gilt also

P(E) =~ 5-0,0054 % 0,635+ 3 - 0,886 ~ 0,51

Wihlt man dagegen aus allen 58,6 + 7,4 + 8,2 = 74,2 Millionen Einwohnern eine der
0,3 4+ 4,7+ 0,886 - 8,2 = 12,3 Millionen deutschsprachigen Personen aus, so ergibt
sich eine andere Wahrscheinlichkeit von 22 ~ 0,17.

74,2
(a) P(Ey) =32-33- 322 =10,0256 (b) P(EQ) = 2.1 ~0,1517
(c) ® P(E3) = P(am*) + P(,ore) =22 - 18- 1L 8. 2.1 28 ~ 0, 248

e Arbeite mit dem Gegenereignis: P(,,mindestens eine rote”) = 1— P(, keine rote”) =

18 17 16
T 20 29 28 0,799

(d) Sei x die Zahl der roten Kugeln. Dann soll gelten
P(E,) = (—) ~ 0,50; 55 ~ /0,50 = 0 504 = 0,841, also z ~ 0,841 - 30 ~ 25.
(e) Sei x die Zahl der roten Kugeln. Dann soll gelten:

P(Es) = 55 - W ~ 0,50. Ausmultiplizieren ergibt die quadratische Gleichung
22—z = 0,50-30-29, also 2 —2—435 = 0 mit den Losungen Ty = 1EvI44:1-435 VH;‘M?’,
wobei nur die Losung z1 ~ 21,36 ~ 21 sinnvoll ist.

. Dain Feld F2 die Summe der Ergebnisse des ersten und zweiten Gliicksrads stehen und
in Feld F102 gezihlt wird, wie oft bei den 100 Versuchen aus Feld F2 bis F101 diese
Summe gleich 3 ist, wird dort die relative Haufigkeit und damit ein Ndherungswert
fiir die Wahrscheinlichkeit des Ereignisses ,,Die Summe der Gliicksrad-Zahlen ist 3*
berechnet.

. P(E) = P(yss*) + P(srs)=2.3.243.2.2-04,

. Die Wahrscheinlichkeit, dass ein Teilnehmer auf gut Gliick alle 30 Fragen richtig be-
antwortet, betriigt (1) = 1,07 - 1072, so dass auch bei 361 513 Teilnehmern keiner
mit voller Punktezahl zu erwarten wire. Bei 14 solchen Ergebnissen kann man also
davon ausgehen, dass es sich nicht um reine Gliicktreffer handelt.
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10. Klasse Losungen 10

Bogenmal} 03

1. $Gradmaf _ $Bogenmaf
360° 2
a 95° _ 19
(a) P Gradmal = 95°, PBogenmaB = 503%# 2 = 360° 2r = T~ 3,32

(b) @Bogenmaﬁ 07957T’ @Gradmaﬁ M 3600 0,957 957r : 3600 - 07475 : 3600 = 1710.

2

(©) ¥Gradma = 15°, ¥Bogenmal — W 21 = 3165(;30 2r = %ﬂ' ~ 0,262
(d) ¥Bogenmal = 15» PGradmat = M 360° = - 360° =~ 859,40.
(e) Da ein 360°-Vollkreis mit Rad1us 1 einen Umfang von 27w =~ 6,28 hat, ist ein

Bogenmal von 15 grofler, der Winkel also tiber 360°.

2. [T (a) Man zihlt 20 Punkte innerhalb des Kreises (beim Punkt (3,5/3,5)

— kann man sich mit Pythagoras davon iiberzeugen, dass er inner-
3R halb des Kreises liegt).

- (b) Als Schiitzung fiir den ganzen Kreis ergibt sich Ak,.js ~ 80 cm?.

(¢) ¢ =90° = Z,r =5cmund A ~ 20 cm? eingesetzt in A = £

2
20 cm? ~ 5'(5;“1) also 20 ~ £, dies ergibt T ~ 24 ~ 3,2.

3. Moglich ist die Berechnung sowohl im Bogen- als auch Gradmal.

Sektorfliche z. B. mit ¢ im GradmaB berechnet: ¢ = 0,6 = 0 67 . 360° = 108°.
Halbiert man das Dreieck ABM durch die Hohe A, so sieht rnan

cos 54° = % und sin 54° = AB/2 also h—r cos 5b4°~11,8, AB =2rsin 54° ~ 32, 4.
Asegment = Asektor — Appeieck = 55 1w — 3AB - h &~ 187.

Bogenlidnge z. B. mit ¢ im Bogenmal berechnet: b = rp = 20 - 0,6m = 127

4. (a) sin30° = 0,5, cos 1° =~ 0,99985 (TR auf DEG)
sin 0 08 ~ 0,0799, cos1 =~ 0 54 (TR auf RAD)

(b) 30° = 8 S2m = f7r 1° = 27r ~ 0,0175
0,08 = B8 360°~ 4,584° 1 = L - 360° ~ 57,3°
Man bestatlgt nach entsprechendem Umschalten des TRs die obigen Werte.

5. Offenbar ist x; im Bogenmal} gesucht. Mit Umstellung des TRs auf RAD ergibt sich:
x1 = sin~(0,5432) ~ 0,5742 bzw. x5 = cos~1(0,5432) ~ 0,9966.
Wegen der Formel cos(90° — ¢) = sin(y), die sich am Einheitskreis oder im recht-
winkligen Dreieck aus der Vertrauschung von An- und Gegenkathete ergibt, miisste
o = 90° — w1 gelten, also x1 + zo = 90° = 7. Tatsichlich ist 0,5742 + 0,9966 =
1,6708 ~
Auch bei Berechnung im GradmaB ist 1 + z2 ~ 32,90° + 57,10° = 90°.

6. Die Formel » = R cos ¢ ergibt sich aus der Betrachtung des neben-
stehenden Querschnitts durch die Erdkugel.
s = 125E10° . 9r7r ~ 9700 km.
Fiir den Winkel o des Bogens von D zum gesuchten Ort .S setzt man
an: s = &= - 2Rm, alsoo = 3 ~ 87°, also liegt der gesuchte
Ort 87° — 49° = 38° sudhch des Aquators.

38° ist im BogenmaB 22 - 27 ~ 0,66.

360o
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10. Klasse Losungen 10

Trigonometrische Funktionen 04
1. A(4cos160°]4sin 160°) ~ (—3,8/1,4) B(4 cos T|4sin ) ~ (—3,5] — 2)
C'(3 cos(—33°)|3sin(—33°) =~ (2,5| — 1,6)
2. (a) y=cosx ey =cosz+1 ey=cos(zx+73)ey=2-cosr ey =cos(2-x)
x‘OE 7T :L"OEW x‘O rom x‘O T :c‘O T

2 2
y|1 0 -1 y|2 10

2 3
y[0 -1 0 y[2 0 -2 y[l-11
Y

d —’// / N\ .~'/ y

0 ~_ 7 0 7 O 2% 0 ] 29
Ausgangs- 1% bewirkt: ,+7 bei 2% -2 bewirkt:  ,,-2 bei 2*:
funktion Verschiebung  Verschiebung ~ Streckung in ~ Stauchung in
I nachoben 7 nachlinks  y-Richtung x-Ri. auf halbe
(b) y = cos(4x) + 1 Periodenlinge
3. Periode + - 2 = 27; Nullstelle: 4sin(5z) — 3 = 0; sin(5z) = 2; 5z ~ 0,85; © ~ 0,17
4. (a) Taschenrechner (hier Gradmall DEG, SHIFT-cos) liefert: o = 45°.
Skizze des Graphen liefert 315° als weitere 4_% =
Losung. Weitere Losungen 360°-periodisch, also -~ | '~ 7 |
Losungsmenge {—45°,45°, 315°,405°,675°} - O 1807 ¢
(b) Mit der Substitution u = % ist sinu = 1, also u = g U = 57” somit wegen

x = 2u Losungsmenge {7; 57}
(c) Da sin und cos nur Werte im Bereich [—1; 1] annehmen, gibt es keine Losung,
d. h. Losungsmenge leere Menge { }.

5. Ansicht von oben: Male der sichtbaren Flidche in cm: 2 cos ¢ breit, 2 hoch, also
: A(t) = 2-2cosp = 4cos(wt) = 4cos(5t) bzw. Fliche
besser mit Betrag: A(t) = |4 cos(5t)| (t in Sekunden).

s
B%ckrichtuilg

Eine kleine Wertetabelle bzw. die Fotoserie zeigt, dass bei
t = 1 die erste Nullstelle vorhanden ist:

6. y = sin(2x) y=sin2@z+%)) y=-15sin(2(z+3%)) y=—15sin(2(z+%))+2
Y. Y Tw
N AN FON a y ! . ‘\
Stauchung in z-Ri.  Verschiebungum §  1,5-fache y-Streckung; Verschiebung in y-Rich-

(1 Periodenlinge) nach links Spiegelung an z-Achse tung um 2 nach oben
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10. Klasse Losungen 10

Ganzrationale Funktionen 05

1. (a) Wegen ,,+32% von links oben nach rechts oben.
(b) Wegen ,,+7x> von links unten nach rechts oben.
©) fi3(x)= —2:1: + 323 4+ 2 — 7, wegen ,,— 22> von links oben nach rechts unten.
(d) Wegen ,,—fac von links unten nach rechts unten.

2. () P: f(—2)=(—2)'—(—2)°+2(—2) = -2 +2° 20 =— (2t —25+22) = — f(z).
(b) A: f(z) = (2% + 10)(z — v/10)(z + V10) = (2 + 10)(2% — 10) = x* — 100
() A: f(—z) = (—x)% = 9(—2)* = 2° — 92" = f(x).
@ f(x)= xﬁigig = x;”(zxilg) hat Definitionsbereich Dy = IR\{0; 3}; der Funktions-
graph kann also nicht symmetrisch sein, da schon D¢ nicht symmetrisch ist.
Sichtbar ist die Nicht-Symmetrie auch an einem Gegenbeispiel, z. B. f(—2) =

—s51 = —ap» aber f(2) = 555 = 1.
(e) | y-Achsen-Schnitt | Nullstellen f(z) =
(b) | y=f(0)=0 T12/3/4 = 0, 25 = 3, 16 = —3
(¢) | y= f(0) =100 Ty = ++/10 (da 22 + 1 nicht 0 werden kann)

(d) | kein (da f(0) 0) Nenner 4) Ty = £1
(f) sin ist punktsymmetrisch zum Ursprung, cos achsensymmetrisch zur y-Achse.
(g) P: f(—z)=(sin(—x)cos(—x))3=(—sinz-cosz)*=—(sinz-cosz)*=—f(x).

3. f(z) = 2* —32® — 1022, Verlauf von links oben Y
nach rechts oben. \
Nullstellen: f(z) = z*(2? — 3z — 10) = 0. —2.0
x1/2 = 0 oder

2= 3w — 10 =0, gy = SV AE) 00 9 gy =5,

21 ’

Sy

4. Nullstellen: f(z) = —32* + 122 + 4 = 0. Substitution u = z*:
—3.754+/ 25)-
—lu2 + Qu +4=0,uy;p = el 23(75;2;)( 025)4, = —1, us = 16.
Riicksubstitution: 22 = —1 (W) oder 22 = 16, also 74 2 = 4.

5. Der Zeichnung entnimmt man die Nullstellen —4 (einfach) und 2 (doppelt); Ansatz
alsoy = a(z + 4)(z — 2)2
Der Zeichnung entnimmt man ferner (0| — 2) als Punkt des Graphen. Einsetzen dieser
x- und y-Werte liefert:
—2=ua-(0+4)(0—2)*=16a, also a = —
Somit f(z) = —g(z +4)(z — 2)%.

6. (a) f(x)=0;32%(x —6) =0; 212 = 0; 23 = 6.
(b) Losungen der Gleichung sind x4 = —2 und x5/ = 4 (doppelt)

|

An diesen Stellen ist der y-Wert von f gleich —4, wobei ‘
bei x5,6 = —4 die Horizontale y = —4 beriihrt wird. [ h
(c) f steigtin | — oo; 0], falltin |0; 4] und steigt in |4; oo|. _J Kﬁ /
h steigt in | — oo; 0 und fllt in ]0; 0ol AN E
Die Gleichung f(x) = h(x) hat genau eine Lsung, o/
da es genau einen Schnittpunkt gibt. N T NS
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10. Klasse Losungen

10

Vorzeichenbereiche 06
1. (2=1)(22—22—2) = 0.2y = Loder 12— 25 —2 = 0y g5 — V22 143,

Faktorisierte Form: f(z) = (z — 1)(z — (1 +v/3))(z — (1 — v/3)).
Lauter einfache Nullstellen mit Vorzeichenwechsel. Ferner sieht man fiir groBe -

Werte f(x) > 0. Somit: F =0 Y 70 j <0 7 50

. f(x) = 0; 21/2/3 = 2 (3-fache Nullstelle, Vorzeichenwechsel); Yy
z4/5 = 0 (doppelte Nullstelle, kein Vorzeichenwechsel). A

Somit (da z. B. f(3) = —9): TS0 0 S0 F0 0‘ y ?\ .

(a) Lose die zugehorige quadratische Gleichung: —3x? — 4x + 5 = 0:

_ 4+V16+435 _ 4+V76 _ 2 -1 /79
Tip=Tos = 6 — 3 TgVIo m
Nach unten geoffnete Parabel mit Bereich A !

_2_1 / \\_g 1 >
> 0 (Bild rechts). v, iV
A1501stL [—— - 1/19; -2 _|_ 1«/ 19].
(b) Ungleichung: 2% + 10 < 3z
Zuerst alles auf eine Seite bringen: 2 — 3z + 10 < 0. %

Zugehorige quadratische Gleichung: x* — 3z + 10 = 0.
T1 = 1,0 £/2,25 — 10 K, also keine Losungen, also ist der Graph von y =
22 —3x+10 eine ,,schwebende* nach oben gedffnete Parabel (siche Bild), bei der
die Werte unterhalb (wegen ,,<*) der z-Achse gesucht sind. Da es solche Werte
nicht gibt, ist L = {}, d. h. die Parabel y = 22 + 10 verlduft nirgends unterhalb
der Geraden y = 3x.

. Es muss gelten: Radikand r(z) = 522 — 40z — 100 > 0.

404+/1600—4-5-(—100
Nullstellen von r: /5 = (Z100) _ 40460, r1 = 10; 29 = —2.

0 °
Da r eine nach oben gedffnete Parabel ist:

Somit: Dy =] — oo; —2] U [10; +o00].

Cf@) = —(x 4+ 1)(2° — 22%) = (—1)(xz + 1)2*(2® — 2) = 0. 2y = —1 (einfach),
x9/3 = 0 (doppelt), oder 3 —2=0,d. h. x4 = V2 (einfach).

Durch Einsetzen geeigneter Funktionswerte oder durch Betrachtung der Vorzeichen

der Linearfaktoren oder mit der Vielfachheit der Nullstellen und dem prinzipiellen Ver-
lauf von links unten nach rechts unten erhilt man:

r>0 —2 r<0 10 r>0

F<0 1 f>0 0 f>0 V2 f<0

. Nullstellen: xfé;’fiifl’)g = (. Multiplikation mit dem Nenner ergibt: 22 4 2z 4+ 3=0.
Da die Gleichung 22 + 2z + 3 = 0 keine Losung hat, gibt es keine Nullstellen und
der Zdhler ist (wenn man sich die nach oben gedffnete ohne Nullstellen ,,schwebende*
Parabel vorstellt) stets > 0.

Deﬁnitionslﬁcken, falls der Nenner gleich 0 wird: 2?(z* + 2 + 1)* = 0. 212 = 0;
die Gleichung 22 + x + 1 = 0 hat wiederum keine Losung, somit Definitionsbereich

D =IR\{0}, der Nenner ist wegen des Quadrats ebenfalls stets > 0.

Somit:
f>0 O¢D f>0
Der Graph von f verlduft somit in ganz IR\ {0} oberhalb der x-Achse.




A w1 1]

1] —

C

 —

AN

;J._‘
AN AN

CC BY-SA: www.strobl-f.de/Isg107.pdf

10. Klasse Losungen

10

Uberblick: Funktionen und Gleichungen

07

Funktionsterm Funktionsgraph| zugehorige Gl. f(x) = ¢ | Losung der Gleichung
f(z), Beispiel Losungsverfahren Beispiel
flz)=-3x+2 —3r+2=0 —3r = -2
Lineare Lineare Gleichung T = %
Funktion x-Glieder auf eine Seite
flx) = fa*=bx+5=0 1)y — FEVIITE _
22 —5r+5= / | Quadratische Gleichung / Wk
(r —2,5)2 — 1,25 5 ¢ | Alles auf eine Seite, 2
Quadratische /° | Mitternachtsformel 71~ 1,38, 75 & 3,62
Funktion 704\—‘—*’@/ | Ty = 7_&‘/215_%

—1,25 ..
Spezialfall: Zur y-Achse 1} —32?2-3=0 —31? =3
flz)=—12* -3 symmetr. | Reinquadratische Gleichung | 2% = —9
Reinquadr. Funktion Parabel ) Nach z? auflésen, 0-2 Lsgen | Keine Losung
Spezialfall: Parabel durch4 /| 22 — 42 =0 z(r—6)=0
flx) =22 — 42 denUr-  —77| Qu. Gl ohne Konstante 1 =0; 39 =4
Qu. Fkt. ohne Konst. | sprung (0]0) |~ | z ausklammern (nur bei = 0)

3042 | —ggr———rz | 27 +4 —3x+2=—1-(2z+4)
Gebrochen- 2*t4 | LS Bruchgleichung —3Jr+2=-22x—-4
rationale Funktion Mit HN multiplizieren z =06
fla) =a° o 2® =15 v =+YT5~+1,14
Potenzfunktion I / Reine Potenzgleichung

T /0 T 7| Umkehroperation
,hoch 3 < hoch £

flx) = o fley=...=—4 —x3 + 327 —4=—4
—(z—2)*(x+1) % Y Gl. hoheren Grades —a% + 322 =0
=23 4+32*—4 | _|| Alles auf eine Seite, | 2*(—z+3) =0
Polynomfunktion O 2\37% | weiter faktorisieren (z | s2 = 0 (doppelt),
(ganzrationale W/ ausklammern, falls kei- | 73 = 3
Funktion) _4\‘ /,/ ne Konstante; Formeln),

,,Produktist O, wenn...“
flz) = 107" =2 log 107" = log 2
107% = (%)x Exponentialgleichung —x - log 10 = log 2
Exponential- Beide Seiten logarith- | z = —lz‘)ggfo ~ —0,3
funktion mieren
f(z) =2cosx y 2cosx =1 cosx = 0,5
Trigonometrische ZWL /| Trigonometr. Gleichung | z = % oderz = —%
Funktion ./ 2# \7/2r | Taschenrechner Weitere Losungen 27-

(SHIFT-cos™!; fiir weitere
Lsgen Graphen betrachten!)

periodisch
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10. Klasse Losungen

10

Pyramide, Kegel

08

1.

(a) Mit Pythagoras berechnet man die Hohe ha des Grundflachen-
s Dreiecks: ha = /52 — (%)2 = /8 = 2v/2. (Alle MaBe in cm.)
Also G = $bha =2V2;V = Gh = 2v/2 -5 = 10v2 ~ 14,1.
O=2G+uh=2-2/8+ (3+3+2)-5=40+4y/2~457.
(b) V =r?rh = 3?1 -5 =457 ~ 141,4.
O=2rrh+2r’r =2-31-5+ 2 3%m = 487 ~ 150,8

(©) D S V sGh =1 -24%.5 =960
/ Hohe hA = S M des Seitenflachen-Dreiecks aus dem Stiitz-
M dreieck FMS: MS = FM® + SF* = /122 + 52 = 13,
A B O = 4Ax+G = 4-3BCha+G = 4-5-24-13424% = 1200.

(d V= 77’7rh—§ Pr-5=1m~47,1; m=+r2+h?=+34
O=mrm+r*r=n-3 34+ 37 = (334 +9)7 ~ 83,2

2. Der Korper setzt sich zusammen aus einem Kegel mit Radius rx = 2a und Hohe

hx = a plus einem groBen Zylinder mit Radius Rz = 2a und Hohe H; = a minus
einem kleinen Zylinder mit Radius ; = a und Hohe h, = a:

V = Ydwhy + RyrHy — ryrhy = (20)*ma + (20)*ra — a*ma = $aPn

cr=2% V=1irth=1(2)?rh=5h*=1dm? also h = /1 dm ~ 15,6 cm.

3 3

Aus ,Bogenlidnge gleich Grundkreisumfang®, b = s5z2mm = 2rm, folgt mit r =

und m = \/h? + (2)2 = \/gh: 055 éh =2 also o = 3\6} ~ 161°.

3 Stiitzdreieck AF'S: h2+r2 = (2,6r)2, also h2 = 5,762, h = 2,4r.
EM Die Grundfldche G besteht aus sechs gleichseitigen Dreiecken mit
Fliche Ay = 'DE - FM = Lr8r = Y312 Also

V:;Gh_g 6 ¥3r? 2,47°:1,2\/_r.
Winkel ¢ =< F'AS der Seitenkante zur Grundflidche aus dem Stiitzdreieck F'AS:

—h
2

cosp = 45 = 5%~ 0,385, also p ~ 674°.
Seitenflichen-Winkel ¢y =4 FM S aus AFMS: tan = W = £ 2,77; ¢ =70,2°.
Sh Ergéinzt man den Kegelstumpf zu einem Kegel, so erhélt man dhn-
p M 17“ A, liche Dreiecke: Die Strecken im Dreieck M;A;S verhalten sich
y EY \ wie die entsprechenden Strecken im Dreieck M A,S: 2—11 = hfhl .
h Kreuzweise multiplizieren: r1(h + h1) = rohy
(, MQ'””N”TQJ\) 2 Tlh + Tlhl = Tghl; Tlh = T’th - Tlhl; hl 7";41};1 = 5373 =3
. //'; VK.stumpf:‘/ganzerK Voberer K. = T2 (h + hl) 3 % h ~ 0276
e N

Eine aus dem ,halben Netz hergestellte Pyramide hat quadrati-
sche Grundfliche mit Diagonalenlinge /2k, also ergibt sich im
eingezeichneten Stiitzdreieck mit Pythagoras: (fk )2+ h? =k,

somit h = \/;k ~ 0,71k.
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10. Klasse Losungen 10

Kugel 09

1. Radius r = 6 mm. V = 373 = Zm(6mm)? = 2887 mm?® ~ 905 mm?.

O =4r*nr =4 - (6 mm)? = 1447 mm? ~ 452 mm?

2. Der Korper ist zusammengesetzt aus einer Halbkugel plus einem Zylinder minus ei-
nem herausgeschnittenen Kegel (mit Mantellinie mge, = 1/(3a)? + (4a)? = 5a).
V= % . %T%{ugﬂ—i-r%yﬂrhzyl — %T%(egﬂ'h}(eg = %(3&)3774— (3a)?m-4a— % (3a)?m-4a=42ma’.
O = %47rr12<ug + 2rg gl + T Keg MKeg = 2m(3a)? + 27 - 3a-4a+ 3a-bar = 57wa’.

Fiir V' =1 dm? muss gelten: 427a®> = 1 dm?, also a = % ~ 0,196 dm = 1,96 cm.

3. @ V=1(VerkugVirKkug) +Ver.zy—Viizy = 53 (403 —38%)m+(10%—82) 780 ~ 28165

b)) M =2rimh=2-9-80 -7 = 144071’;./4:%'471'7’% = 2-39%71 = 3042~.
M + A =~ 14081, also (M + A)d ~ V. (Alle MaBe in mm bzw. mm?).
(,,Fliche mal Dicke ergibt Volumen*).

(c) Bei m-facher GroBe werden Volumina m?-fach und Flichen m?2-fach, bei dop-
pelter Grofe also V' 8-fach und M + A 4-fach.

4. (a) u=2rmalsor = % = w A~ 6366 km.

Volumen V' = fm“ (6366 103 m)? ~ 1,08 - 10*! m® = 1,08 - 10** dm?
Dichte p = 77 = % ~ 5,0 % ist kleiner als die Dichte von Eisen.
(b) ® 1= 2 bzw. ryey = LI,

Ar = 7 = g - e = SR L s 0,16 me 16 o
o V =3mrdbzw. Vieu = 3m(r+Ar)d = 3m(r® +3r2Ar+3r(Ar) +(Ar)3).
VKugelsohale - Vneu -V = %W(BTQAT + ( ) ( )3)
= 3w Ar(3r? + 3rAr + (Ar)?).
Die Oberflache ergibt sich, indem man das Volumen durch die Dicke teilt:
é71' T 7’2 TAT T 2
O=Y=3 ar(3 +§TA &) 1w (3r + 3rAr + (Ar)?).
Da Ar im Vergleich zu r sehr klein ist, kann man bei der Summe die hinteren

beiden Summanden weglassen, also
O =~ 3w - 3r? = 4mr? & 47 - (6366 km)? ~ 509 Millionen km?

ww\%

_1.4_.3 3 _ VHabkuger'23 __ 1dm3-3
5. Vitalbkugel = 3 - 3773, also p? = Helblusel =2 1dm3

alsor = ¢/ % ~ 0,7816 dm= 7,816 cm.

e Die erste Behauptung stimmt, denn Vzy = 75, whzy = r°m - 2r = mr®.

Im Vergleich zu Vigabkuget = 3 - 3m° = 27r? sieht man, dass das Halbkugel-

volumen Viaibkugel = %7?7"3 tatsachlich % des Zylindervolumens ausmacht, der

Zylinder also zu % voll wird.
e Die zweite Behauptung stimmt, denn Viegel = 57%egei Mkegel = 57°7 - 17 = 377
das Halbkugelvolumen %7?7’3 ist also tatsdchlich das Doppelte des Kegelvolu-

mens.




1] —

AN

A w1 1]

AN

C

;J._‘
AN

CC BY-SA: www.strobl-f.de/Isg100.pdf

10. Klasse Losungen

10

Polynomdivision (nicht im Lehrplan)

10

1.

(Den Vorzeichenwechsel moge der Leser in dieser und
den folgenden Aufgaben in den jeweils unterstrichenen
Zeilen mit Farbstift selbst vornehmen, also z. B. im ersten
Schritt —z? — 3z2).

(23 +8):(x+2)=a*—2x+4
3 + 222
—222
—22% — 4z
4r+ 8
4o + 8
0

Probe: (22 —2x+4) - (v +2) =

22+ 222 — 222 — 4z + 4o+ 8 =23+ 8 (0. k)
2.

(a)

(x4 — T4z —1): (v —2)=
xzt — 223 =" +22% =3z -5 — L
213 — Ta?
213 — 42°
—32% +x
—32% 4 6z
-5z —1
—5x + 10
—11
(b)
flz) =55 =
= (2 +4): 2 —4)=le+1+5 =
r? — 21 =g(z) +r(x)
20 +4
20 —4
8
x -4 =2 0 2 4 12
glx)=2z+1| -1 0 1 2 3 7
r(z)=-% -2 -1 2 K4 2 04
f(z) -1 -1 -1 K 5 74
uoo . Fiir sehr
AN grofe
o b x-Werte
L 9 schmiegt
2 sich f an
0 2 % die
S o schrige
Asymptote

g an.

3.
3 — 4% + 102 — 12 = 0.
Probiere 1=1:13—4-124+10-1-12 # 0
geht nicht, + = —1 geht nicht, z; = 2
geht: 23 —4.22 +10-2 — 12 = 0. Also
Polynomdivision durch (z — 2):

(23 — 42%+ 102 — 12) : (v —2) =

3 — 222 =22 -2 +6
— 222 + 10z
— 222+ Ax
6x — 12 . USW.

2?20+ 6 =0; 293 = 7&@W
(kann nicht weiter faktorisiert werden).
Also z1 = 2 einzige Losung. Somit:

23 —422+102—12 = (z—2)(2*—22+6).
4,

f(x) = 2?(x® + 52® — 132 + 7).

Also x1/5 = 0 (doppelt).

Nullstelle ,raten”: x5 = 1.

Polynomdivision
(23 +52> =132 +7): (x—1) =
=22 +6x—7
22 + 62 — 7 =0;
—6+1/36—4-1-(—7) _ _gig.
La/s = 21 = T2 >

x4 = 1 (doppelt); x5 = —T.
Somit: f(x) = 2?(x — 1)*(z + 7).

5.

F(2,5) = 4-25° —6-2,52 +3 = 28,

g(2,5) = 13-2,5 — 4,5 = 28. Also ist

(2,5]28) ein gemeinsamer Punkt der Gra-

phen.

Schnittpunkte: f(z) = g(z);

423 — 62% + 3 = 13z — 4,5;

423 — 62% — 132 +7,5=0.

Da die Losung ; = 2,5 schon bekannt

ist, Polynomdivision durch (z — 2,5):

(423 — 622 — 132+ 7,5) : (x —2,5) =

=4a® + 42 -3

—4+/16—44-(—3)
24 ’

4a?+4x—3 = 0; 293 =
To = 0,5; T3 = —1,5
Durch Einsetzen dieser x-Werte in f oder

g erhélt man die y-Werte der weiteren
Schnittpunkte: (0,5(2) und (—1,5| — 24).
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10. Klasse Losungen

10

Kompakt-Uberblick zum Grundwissen

K

1.

Abnahme um 40 %, also noch 60 % iibrig,
also f(z) = 14 - 0,6".

Halbwertsdicke: 0,6* = 0,5.

r = log 4(0,5) oder mit log zur Basis 10:
log(0,6%) = log(0,5); xlog(0,6) = log(0,5);

_ log(0,5)
T = 10§(0,6) ~ 1,36.

2.

Experiment: Aus den 26 Buchstaben des Al-
phabets wird zweimal ohne Zuriicklegen ge-
zogen und betrachtet, ob einer der 5 Vokale
oder einer kein Vokal gezogen wird;

z. B. A: ,Es wird in irgendeiner Reihenfol-
ge ein Vokal und ein Konsonant gezogen‘
(Pfadregeln!).

3.

O‘BL“;;; = 76“@5353:“, also
o= 5555 - 2T = 4.

4

Steckung in y-Richtung auf Amplitude 2,
Verschiebung um v/3 nach oben.

Yy Nullstelle:
/\ ) 7 f (x) =0, also
2 cos(z)+v/3=0;
‘e Jo s
1t cos(x) = —5%;
N/ . Taschenrechner (Bo-
0 % 2m genmaB, SHIFT-cos):
r ~ 2,62, bzw. genauer: r = %71'

5

(Weitere Losungen z = —gm sowie 2m-periodische
sind nicht die erste positive Nullstelle.)

5.
Da wegen der Punktsymmetrie z = 2,
z = —2und z = 0 Nullstellen sein miissen,

ist als Ansatz

f(x) =a(r —2)(z + 2)z = a(z® — 4x)

zu wihlen. Wegen des Verlaufs ist a < 0.
Jeder solche Funktionsterm leistet das
Gewiinschte, also z. B.

f(z) = —(2° — 4x) = —2® + 4x.
Nachweis P.-Symm.:

f(—z) = —(—2)*+4-(—x) =23 — 4o =
— (=23 + 4z) = — f(2).

6.
f(@) = 2(r = 1)(z + 3)
Nullstellen: 2y = 0, 22 = 1, 134 = —3.

f>0 f>0 f<0 [f>0
-3 0 2
-3 0 \ J1 T

7.

/1 hat Definitionsliicke x = 0, also Graph D;
Nullstelle f;(z) = 0 fiir z = 1.

f2 ist exponentiell fallend, also Graph A;
Nullstelle fo(z) = 0 fiir z = 0.

f3: quadratische Funktion, Parabel C; Nst:
fs(z) =02x(x—2) =0flrz, =0, 2o = 2.
f4 ist lineare Funktion, also Gerade B; Null-
stelle f4(x) = 0 fiir z = 5.

f5 ist verschobene und gespiegelte Funkti-
on 5. Grades mit Verlauf von links oben
nach rechts unten, also Graph E; Nullstelle
fs(z) =0 firz = 2.

8.

(a) vpyr = %Gh = %22 -2 = %.

(b) Rotation um A;: Kegel mit V; = $Gh.
Um A,: Zylinder mit herausgeschnitte-

nem Kegel Vo =Gh — %Gh: %Ghz?Vl.

9.

Sei R der Radius der gro3en und r der Radi-
us der kleinen Kugel.

Vs = 3TR? = 27Vjgein = 27 - 3773, also
R = ~/27r3 = 3r.

Ogro8 ___47R? R?

_ _ B _ 1
270x1ein

T 2T4mr? T 272 T 272 T 3
Die Oberflache der grolen Kugel ist also % der ge-
samten Oberfldche der kleinen Kugeln.

10.
22+ 522 +35-9=0
Losung ,raten”: 1 = 1. Polynomdivision:
(23 +522+32—9): (z—1)=2>+6x+9
—z3 4 22

622 + 3x usw.
T9/3 = —3 (bin. Formel!)




